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研究成果の概要（和文）：この研究では有理関数や超越整関数などの複素平面上の有理型関数の反

復合成による複素力学系から、ヒルベルト空間上の作用素からなる C*-環を構成した。複素力学系と

作用素環との二つの異なった分野の間の思いもかけない結びつきを発見した。ジュリア集合の持つ自

己相似性は生成したC*-環の純無限な単純性に対応した。複素力学系の分岐の様子が生成したC*-

環上のゲージ作用のある種の平衡状態である KMS 状態に反映し、元の有理関数の次数や分岐点の

個数や例外点の個数などの情報も復元できることを解明した。 

 

 

研究成果の概要（英文）：In the research we constructed C*-algebras of operators on Hilbert spaces 

for complex dynamical systems on a complex plane by the iteration of meromorphic functions like 

rational functions and transcendental entire functions. We found  unexpected relations between 

complex dynamical systems and operator algebras. Self-similarity of Julia sets of complex dynamical 

systems corresponds to purely infinite simplicity of the associated C*-algebras. The branch structure 

of complex dynamical systems is related with the structure of KMS states (equilibrium states) for the 

gauge actions on the associated C*-algebras. We showed that we can recover the degree of the 

rational function, the number of branched points and the number of exceptional points.  
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１．研究開始当初の背景 

位相力学系から作用素環を作る方法は接合
積という手法が古くから知られていた。しかし有
理関数の作る複素力学系の場合は位相同型で
はないので、接合積では構成できない。亜群を

使う方法もあるが、有理関数の場合は分岐点と
いう特異点が存在するため、それも困難であっ
た。しかしながら、クライン群と有理関数との類似
を記述するサリヴァンの辞書がよい研究の指針
になっていることを考えると、なんとか有理関数
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の場合もよい C*-環を導入して研究すべきと模
索していいた。 
 
 
２．研究の目的 

この研究では有理関数や超越整関数などの
複素平面上の有理型関数 R の反復合成(Rn)n に
よる複素力学系から、ヒルベルト空間上の作用
素からなる C*-環を構成する。この研究の目的
は複素力学系と作用素環という二つの異なった
分野の思いもかけない結びつきを解明すること
である。 
 
 
３．研究の方法 
（１）２次以上の有理関数は位相同型写像では
ないので、接合積でもって作用素環を構成する
ことができない。そこでこれをリーマン球面上の
有限被覆写像なので、分岐指数を使ってそのグ
ラフ上の連続関数全体は係数環上の双加群に
なる。この双加群から Cuntz Pimsner 構成を使
って C*-環を対応させる。リーマン球面全体と
Julia 集合と Fatou 集合のそれぞれ上で考えるこ
とで、３つの C*-環を構成する。 
 
（２）分岐点のような特異点の構造と付随する
C*-環との関連を研究する。その C*-環上の K
理論や KMS 状態（平衡状態）の言葉で、
元の特異点の構造を記述することを目指す。 
 
 
４．研究成果 
（１）複素平面上の有理関数 R の反復合成(Rn)n

による複素力学系から、C*-環を構成できた。不
安定な領域である Julia 集合上に制限して作っ
た C*-環は真無限な単純 C*-環になった。これ
は Julia 集合の自己相似性を反映して、作用素
環も自己相似性を持つことを示しており興味深
い。 
 
（２）R(z) = zn や R(z) = z2－2 のような典型 
的な例についてはその C*-環の K 群を計算でき
た。しかし、ゲージ作用の不動点環の K 群の計
算はまだ求められていない。 
 
（３）ゲージ作用に対する KMS 状態の完全分類
に成功した。その系として特異点の構造を作用
素環の言葉で表すことが可能になった。有理関
数 R の次数をdeg R とおくと、逆温度β＝log deg 
R で状態遷移がおこっている。それにより、有理
関数 R の次数だけでなく、分岐点の個数、例外
点の個数、例外点の軌道という情報をKMS状態
の情報から復元することができた。もう少し詳しく
述べよう。有理関数 R の例外点が｛a,b｝からなり
R(a) = b、R(b) = a となっている場合は分岐点も
｛a,b｝からなる。この時、逆温度βの KMS 状態の
端点は次のように完全分類できた。 

(ア) β=0 の時は、KMS 状態の端点は 1 個でト
レースになる。 
(イ) 0<β< log deg R の時は、KMS 状態の端点は
２個で、例外点 a と b のディラック測度に対応し
ている。 
(ウ) β= log deg R の時は、KMS 状態の端点は３
個で例外点 a と b のディラック測度と Lyubich 測
度に対応している。 
(エ) β> log deg R の時は、KMS 状態の端点は
分岐点に対応しており、この場合は a と b のディ
ラック測度に対応して２個になる。 
有理関数 R の例外点が１個や０個の場合も類似
の完全分類が可能である。そしてβ> log deg R
の時は、KMS 状態の端点は分岐点に対応して
いる。0<β＜ log deg Rの時はKMS状態の端点
は例外点に対応している。 
 
（４）ゲージ作用に対する KMS 状態の完全分類
は、自己相似集合に付随する C*-環の場合にも
同様な結果を得ることができた。 
（５）有理関数の代わりに、２変数多項式 P(x,y) = 
0 で表される代数的対応に対して C*-環を構成
した。真無限な単純 C*-環になる十分条件やい
くつかの具体例で K 群を計算した。 
 
（５）テント写像のような反復関数系のつくる自己
相似集合に付随した C*-環に対しても複素力学
系で得たと類似の定理を得ることができた。 
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