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研究成果の概要：平面格子上の一般の位置に置かれた赤点と青点をそれぞれ 2 等分割する直角

形が存在することを示し、同時にこのような 2 等分割直角形を求める O(n log n)時間アルゴリ

ズムを提案した。また、3 つの凸領域で赤点と青点をそれぞれ 3 等分割できることも示した。

さらに、格子線上に複数個の点の配置を許した場合にも、赤点と青点を同時に 2 等分割する準

直角形の存在とその求め方など関連するいくつかの結果を得た。 
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１． 研究開始当初の背景 
 
私はこれまで平面上にある 2色で彩色された

図形を対象にした離散・計算幾何の研究をし

てきた。そこでは赤い点と青い点、あるいは

赤い辺と青い辺、または赤い凸図形と青い凸

図形などを対象に様々な問題を研究してき

た。このような問題の典型的な例としては、

「平面上に２ｎ個の赤点と２ｍ個の青点が

与えられており、これらが一般の位置あるな

らば、つまり任意の直線がこれらの赤点と青

点の高々2 点しか通らないなら、赤点と青点

を同時に 2 等分割する直線が存在する」とい

うハム・サンドイッチ定理が挙げられる。こ

の 2等分割線を線形時間で求める高速アルゴ

リズムも得られている。 
本研究は平面格子上に配置された２色で

彩色された図形に対する離散・幾何の研究を

することである。これまでの平面上での研究

手法もかなり利用できると思われるが、独自

の工夫も必要になるだろう。平面格子上の幾

何については、グラフ描画をはじめ多くの研
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究がなされているが、ここでは赤点と青点を

分割する問題を主要なテーマとする。これは、

多くの 2部グラフを同時に無交差で平面格子

上に描画する問題とか、2 つの勢力の適当な

分割を見出す問題などに応用できる。 

 
２．研究の目的 
 
平面上の格子とは、x軸とy軸に平行な直線

分 x=a と y=b (aとｂはすべての整数)と

これらの交点から構成される格子であり、

以後これを簡単に平面格子とよぶ。平面上

のハム・サンドイッチ定理を単純に平面格

子上で考えると次のような問題になる。平

面格子上に２ｎ個の赤点と２ｍ個の青点

がどの格子線上にも高々1個の点しかない

ように配置されているとき、これらを同時

に２等分割するx軸またはy軸に平行な直

線は存在するか、そしてもし存在するなら

それらは多項式時間で求められるか？ す

ぐわかるように、このような直線分の存在

しない赤点と青点の配置は無数にある。し

かし、次のような予想を考えることができ

る。「平面格子上に２ｎ個の赤点と２ｍ個

の青点があり、どの格子線上にも高々１個

の点しか存在しないなら、赤点と青点を同

時に２等分割する直角形が存在する。」つ

まりある点からでるｘ軸に平行な直線分

とy軸に平行な直線分からできる図形を直

角形とよべば、平面格子上の赤点と青点を

同時に２等分割する直角形が存在する（右

図の上）。本研究ではこれを証明し、その

ような２等分割する直角形分割を求める

アルゴリズムを提案し、さらにその結果を

発展させることである。 

また、条件を緩めて、各直線上に赤点と

青点が何個あってもよい条件のもとでの2

等分割問題も研究する。このときには、２

等分割する直角形が存在しない配置が無

数にある。しかし、準直角形と言われる直

角形を少し広くした図形で2等分割できそ

うである。準直角形は私が導入した図形で

あるが、次のように定義される。準直線を

距離１の平行な２つの直線分を長さ１の

線分でつないで得られるものと定義し、準

直角形をある点からｘ軸方向の準直線と

ｙ軸方向の準直線からできる図形と定義

する。すると次のことが予想される。「平

面格子上にある２ｎ個の赤点と２ｍ個の

青点を同時２等分割する準直角形が存在

する（下の右図）。」この拡張予想の証明

と準直角形を求めるアルゴリムの提案も

目的である。さらに、これを3等分以上の

等分割へ一般化したりすることも試みた

い。 

 

      
 
 
３．研究の方法 
 
平面上の赤点と青点の平衡分割定理は、

「平面上の一般の位置にaｋ個の赤点とbk

個の青点があれば、平面をｋ個の凸領域に

分割し、各領域にはa個の赤点とb個の青点

があるようにできる」というもので、これ

はa=1,2の場合を私と金子で証明し、一般

の場合を予想として提案したものである。

そして、3つの研究グループによりこれは

証明された。これらの証明はいずれも3分

割の場合が本質で、後は帰納法を上手く用

いて解決されている。そして、3分割の場

合の証明はそれぞれ手法が異なっている。

私は、この中の2つの手法について精通し

ている。 

加えて、赤と青の2色で着色された対象

に関連する平面上の離散・計算幾何全般に

わたり多くの研究をしており、これらと新

しい手法により、解決できるもと考えてい



 

 

る。 

格子上の離散幾何においても、各格子線

上に高々1点しかない「一般の位置にある」

点の配置が基本である。そして、格子線上

に複数個の点があってもよい場合は、適当

な処理をすることにより、一般の位置にあ

る点の配置の場合に帰着させ、さらにそれ

を元へ戻すことにより解決できる見通し

がある。アルゴリズムの精密な評価は得意

でないが、多項式時間、例えば O(n^2)

時間アルゴリムの提案などは、証明ができ

れば、それを上手く運用してできるものと

思う。 

 
４．研究成果 

 

これまでに述べた予想とその発展形に

ついて、ほぼ満足できる程度に解決できた。

しかし、最終的な一般化である、ｋ個(k 

≧4)の凸領域に平衡分割する問題は、私の

国際会議での講演後 Sergey Bereg によ

って解決され、私が研究する必要がなくな

った。まとめると下記の研究成果を得た。 

これらの研究成果は主に発表論文①にま

とめられている。 

定理１ 平面格子上の一般の位置にあ

る２ｎ個の赤点と２ｍ個の青点を同時に

２等分割する直角形が存在する。そして、

そのような２等分割する直角形を O(N 

log N), N=n+m, 時間で求めるアルゴリズ

ムがある。 

定理２ 平面格子上の一般の位置に３

ｎ個の赤点と３ｍ個の青点があるとき、平

面格子を３つの格子の意味での凸な領域

に分割し、各領域には赤点がｍ個と青点が

ｎ個あるようにできる。 

定理３ 平面格子上に２ｎ個の赤点と

２ｍ個の青点があり、これらは格子線上に

複数個あってもよい。すると、赤点と青点

を同時に２等分割する準直角形が存在す

る。そして、そのような２等分割する準直

角形を O(N log N), N=n+m, 時間で求める

アルゴリズムがある。 

 

上記の平面格子上での幾何の問題に関連
して、平面上での幾何の問題、画像を幾何的
に分散暗号化する問題など関連するいくつ

かの研究も合わせて行い一定の成果を得た。
これらの研究は「離散数学とその応用」にふ
くまれるが、離散数学全般についても、一定
の成果を得た。 
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