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研究成果の概要：論理回路モデルを代表とする各種計算モデルに対する，論理関数の計算量の

下限導出手法に関する研究を行った．特に，計算量下限導出問題を大規模数理計画問題へと帰

着するアプローチについて重点的に研究を行った．その結果，限定乱雑性を持つ論理関数に対

する論理回路のサイズや，多数決関数を近似する論理関数に対する定数段数論理回路のサイズ

の漸近的値を明らかにすることに成功した．更には，単キュービット量子回路に対して，その

表現の一意性が担保される正規形の概念を提案した． 
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１．研究開始当初の背景 
 
与えられた仕様を満足するハードウェアを
構成するのに必要な部品の個数や，与えられ
た問題を解くのに必要な計算資源の量を最
小化する問題を考えるとき，予めコスト最小
化の限界点を明らかにしておくことは極め
て重要である．この問題を，論理関数を計算
する論理回路の最小サイズとして定義され
る回路計算量の下限を導出する問題に還元
し，解決することを目指すのが，本研究の対
象とする論理関数の複雑さに関する研究で
ある．計算機科学分野における最重要未解決

問題とされる“Ｐ≠ＮＰ予想”の解決にも直
結するこの問題に対しては，国内外を通じて，
半世紀以上に渡り精力的な研究が続けられ
ているものの，計算量の下限を導出し得る汎
用手法は得られておらず，新たな証明手法の
開発が熱望されている． 
  
これまでに，単調や定数段数といった種々

の制約を課した回路モデルに対する下限導
出手法が個別に開発され，一定の成功を収め
てはいるものの，これら手法の限界点につい
ても次第に明らかにされつつある．特に，９
０年代半ばに Razborov と Rudich によって導



入された Natural Proof と呼ばれる概念は，
従来型証明手法の限界を強く示唆するもの
として，多くの計算量理論の研究者に驚きを
持って迎えられた．これは，従来開発されて
きた下限導出手法は全て Natural Proof と呼
ばれる証明の枠組みの中で捕らえられるこ
と．また，この枠組みに従った証明では，あ
る暗号学的に妥当な仮定のもとで，Ｐ≠ＮＰ
予想の解決に結びつくような強い下限は証
明し得ないことを厳密に証明したものであ
る． 
 
 この結果を受け，国内外の研究者の間では，
従来手法の枠組みを越えた新たな下限導出
手法の開発が必要であるとする認識が広ま
った．従来広く用いられてきた組み合わせ論
にとどまらず，様々な数学的理論を取り入れ
る試みなど，この状況を打破する手法を模索
する試みが続いているが，現在のところ，決
定打と目されるような手法は提案されるに
至っていない． 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究の最終的な目標は，種々な論理関数に
対する回路計算量の下限を評価し得る汎用
的手法を開発することである．この大きな目
標へ向け，本研究では特に，組み合わせ論的
解析と，大規模数理計画的計算に基づく解析
との融合から，新たな下限導出手法の開発を
目指す． 
 
 これまでに，論理回路の深さを限定したモ
デルである定数段数論理回路や，論理回路の
各素子の出次数を１に制限したモデルであ
る論理式など，いくつかの限定された計算モ
デルに対する下限導出問題に対して，これら
が様々なタイプの数理計画的問題として定
式化されることが明らかとなってきつつあ
る．例えば，２段のしきい値回路における計
算量の下限導出が線形計画問題に，また，論
理式における下限導出問題が半正定値計画
問題に帰着できることが明らかされてきた．
特に近年，これらの事実を利用した下限導出
手法がいくつか開発提案され，注目を浴びて
いる，本研究では，このアプローチをより強
力に推し進めることで，これらの手法の能力
に関する，より詳細な解析，および，より一
般的な計算モデルにも適用可能であるよう
な手法への拡張を目指す． 
 
 また，最近の研究によって，高い計算複雑
さを持つであろう論理関数には，その困難さ
の核ともいうべき，組み合わせ論的に記述可
能な極限的構造が内在することが示唆され
ている．本研究では，このような構造を，従

来型の離散数学的議論を駆使することに加
えて，近年の爆発的な計算機の性能向上によ
って可能となった，大規模な数理計画的アプ
ローチを通じて抽出することが，一つの大き
な目的である．また，ここで捕らえた性質を
理論的枠組みの中に定式化し，様々な計算モ
デルに対する複雑を評価し得る手法を得よ
うというのが，本研究における主たる目的で
ある． 
 
 
３．研究の方法 
 
 本研究は，論理関数の計算量の評価手法の
開発を目指すものである．これに向けて，特
に，計算困難な論理関数を困難たらしめてい
る組み合わせ的構造を抽出するための理論
的検証，および，これに対する仮説を得るた
めの計算機実験，更には，得られた性質を理
論的枠組みの中で定式化し，下限導出の手法
として汎用化することの３点が主軸となる． 
 
 より具体的には，まず，これまで論理関数
の複雑さの研究において多く研究され，様々
な性質が知られるようになってきている，い
くつかの関数を取り上げ，その関数が特徴的
に持つ離散的性質をより詳細に検討する．例
えば，定数段数論理回路に対する多数決関数
や，単調論理回路に対するクリーク関数とい
った．強い下界が知られる関数に対して，そ
の関数を，それぞれの計算モデルの中で困難
たらしめている組み合わせ論的性質を明ら
かにすることを目指す．この際には，本研究
の特徴の一つでもある，大規模な計算機によ
る実験をも積極的に用いることとする． 
 
 こうして得られた性質が，より一般的な回
路モデルに対しても，下界の導出の材料とし
て使用可能であるかについて検討を行う．す
なわち，上記で抽出した性質を持つ関数が，
より上位の計算モデルにおいても，実際に計
算困難であるかなどについて検討を行う．こ
のような考証を通じて，種々の計算モデルに
対して，計算量の下限導出に用いることが可
能な，組み合わせ論的性質を明らかにするこ
とを目指す．また，このような性質の発見に
成功した場合には，これを理論的枠組みの中
で定式化し，可能な限り汎用的な計算モデル
に対する下限導出手法の開発を行う． 
 
 
４．研究成果 
 
 現在までの，半世紀以上にわたる，回路計
算量に関する研究の歴史において，強い下界
を得ることのできる証明手法の開発に成功
したのは，本質的に，定数段数論理回路と単



調論理回路の２つである．従って，これら両
者における手法に対するより深い理解が，よ
り一般的な計算モデルに対する手法の開発
の手掛かりとなることが期待される．よって
本研究では，まず，これら両者のモデルの計
算能力に対して新たな知見を得るべく，より
詳細な検討を行った． 
 

最近（2008 年），Rossman によって，定数
段数論理回路における下界導出手法の多く
のベースとなっている，Hastad による交代補
題を，巧妙に使用することで，k-クリーク関
数を計算する定数段数論理回路に対するΩ
(n^(k/4))の下界が証明され話題を呼んだ．
同じ問題に対する，これ以前に知られていた
下界は，例えば，Ω(n^{k/d^2})のように，
回路の深さ dをその指数部に含み，それゆえ，
深さが増加するごとに，下界の値が減少して
しまうという性質を持っていた．これに対し，
上記の結果は，深さ dが定数でありさえすれ
ばいくら増加しても，サイズに対する有効な
下界が得られるという点において，画期的な
ものであった． 
 

 本研究では，この新たな手法を詳細に検討
することで，この手法の限界，および，発展
可能性を明らかにすることを目指した．その
結果，まず，Rossman が下界を証明するため
に，クリーク関数の困難さを特徴付けると考
え着目した入力分布の元では，これ以上の下
界の改善が不可能であることを，構成的に証
明することに成功した．また，k-クリーク問
題を，ハイパーグラフ上に拡張した問題を考
えることで，この下界が，より自明な上界で
ある O(n^k)に近づくことを証明することに
成功した．この結果は，国際的にも評価を受
け，計算量理論分野における最高峰の国際会
議の一つである IEEE の計算量理論に関する
国際会議(CCC09)に採択された． 
 
 本研究では，また，多数決関数を近似する
定数段数論理回路のサイズに対する研究を
も行った．多数決関数は，実用上様々な場面
で現れる非常に一般的な論理関数であるの
みならず，理論的にも，例えば，全ての単調
論理関数のうちで，入力の変化に対する出力
の変化が起きる割合を表わす，感受度と呼ば
れるパラメータが最大であるなどの特徴を
持つことから，その効率的な構成法等につい
て，古くから多くの研究が行われてきた． 
 

本研究では，この多数決関数を近似する，
定数段数論理回路のサイズの漸近的値を，厳
密に決定することに成功した．これについて
は，Valiant が 70 年代に開発した，単調論理
式モデルにおける，多数決関数の厳密計算の
サイズの上界を示すのに用いられた巧妙か

つエレガントな構成法を，より一般化した手
法を用いることで，これまで知られる上界の
値を改良し，最近，O’Donnell らによって証
明された下界の値に一致するサイズによる
ものが存在することを示した．この結果は，
国際的にも評価を受け，欧州における理論計
算機科学分野の最有力国際会議の一つであ
る，ICALP09 に採択された． 
 
本研究では，より一般的な，通常の論理回

路サイズに対する研究も行った．まず，明示
的に与えられた論理関数に対する回路計算
量の下限に対する現在最良の結果である
Lachish，Raz，岩間，森住による５ｎの下界
の証明を，計算機援用の元で再構成すること
を試みた．この証明手法は，論理関数に対す
る，限定乱雑性と呼ばれる組み合わせ論的性
質が，その証明の核として使用されているこ
とが知られている． 
 
計算機援用の基で組み立てた上記証明手

法を，より拡張することで，この下限を改良
しようという試みも行ったが，これについて
は既知の下界を超える下限を導出すること
は出来なかった．しかし，上記の実験を通じ
て得られた知見を手掛かりとして，限定乱雑
性に基づく証明手法の限界を明らかにする
ことに成功した．より具体的には，論理回路
モデルにおける下限導出手法が，その証明中
で，計算困難さを担保する組み合わせ論的性
質として限定乱雑性を用いている限り，５ｎ
を超える下限が証明不可能であることの厳
密な証明を与えた．これは，サイズが５ｎの
論理回路で，限定乱雑性を満たす論理関数を，
実際に計算可能であることを，具体的回路を
与えることにより示された．従って，上で述
べた回路計算量の下限を改良しようという
場合には，少なくとも，限定乱雑性に代わる，
高い計算量が担保される，新たな論理関数に
対する性質を探求することが必要不可欠で
あることを意味している．当然，このような
性質を発見することが，非常に重要な今後の
課題となる． 
 
 本研究では，以上述べてきた，従来型の論
理式や論理回路モデルといった，いわゆる，
古典計算モデルに加えて，近年，素因数分解
等の重要な問題が，古典計算に比べて，非常
に高速に解ける等の著しい性質を持つこと
から盛んに研究されている量子回路モデル
に対しても研究を行った． 
 
量子回路は，その基本素子をどのように選

択するかによって，計算能力に差が出ること
が知られている．例えば，Pauli-X,Y,Z，お
よび，CNOT 素子を構成要素とする，いわゆる
Clifford 量子回路は，その計算能力が，古典



論理回路を超え得ないことが知られている．
一方，これに，π/8 素子と呼ばれる素子のみ
を加えることで，計算万能かつ，量子計算機
で多項式時間計算可能な全ての計算を，多項
式サイズの量子回路で行なうことができる
ように能力が上がることも知られている．す
なわち，π/8素子の存在が，量子計算機構に
おける計算の高速化の要因の一つとなって
いるものと考えることができる． 
 

そこで，本研究では，この Clifford 素子，
および，π/8素子からなる量子回路の計算能
力に着目し研究を行った．その結果，最もシ
ンプルなケースである，単キュービット量子
回路の場合には，一意性が担保されるカノニ
カルな標準形を与えることに成功した．すな
わち，任意の単キュービット回路は，それと
等価な標準形回路で表現され，また，その表
現は一意である．この結果を用いると，例え
ば，単キュービット量子回路によって表現可
能なユニタリ行列を，重複も抜けも無く生成
することが可能となる．また，現在は，この
結果を，より実用的な場面においても適用可
能となるように，複数キュービット量子回路
に対する正規形へと拡張を試みている． 
 
 本研究では，以上述べてきた主たる研究成
果に加えて，例えば，ある特定の離散構造を
持つ対象の個数を効率的に評価することの
できる手法などの開発にも取り組んだ．例え
ば，通常フロアプランと呼ばれる，方形のよ
り小さな方形への分割問題に対して，そのパ
ターンの個数の下限導出問題を，大規模行列
の第一固有値の計算に帰着する手法を提案
した．このようなパターン数に対する下限を
与えることは，これに対する最も効率的なコ
ード化によるコード長に対する下限を，その
対数的値として与えることから，実用的見地
からも価値があるものと考えられる．本研究
では，上記の帰着によって得られた約１２０
０万次の大規模正方行列の第一固有値を，実
際に計算機を用いて求めることによって，従
来知られているものより強い下界を得るこ
とに成功するなどの成果をも得た． 
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