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研究成果の概要：原資産価格過程が幾何ブラウン運動にジャンプを加えた跳躍拡散過程に従う

場合、通常の永久アメリカン・オプションに対応する永久イスラエリ・オプションの買い手と

売り手の権利行使限界を求めるとともに、オプションの価格式を導出する。応用として、為替

レート連動型貸借契約と 2重買い取り請求権付き優先株の評価について検討し、本研究の成果
が新しい金融資産の設計とその価格付けへの応用の可能性を示した。 
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１．研究開始当初の背景 
オプションの買い手（保有者）だけが権利
行使できる通常のオプションに対し、
Kifer(2000)がオプションの売り手（発行者）
も権利を行使することができるイスラエ
リ・オプション（Israeli Options）あるい
はゲーム・オプション（Game Options）と呼
ばれるオプション契約を考えた。売り手の権
利行使は、その時点で買い手が権利行使した
場合に得られるペイオフに一定の金額をオ

プションの保有者に支払う。買い手と売り手
のいずれかが権利行使することにより、オプ
ション契約が終了するというものである。原
資産の価格過程を幾何ブラウン運動として、
いくつか既存の研究で、通常のアメリカン・
オプションに対応するイスラエリ・オプショ
ンの権利行使限界、価格式および性質を理論
的に解明してきた。しかし、実務的な観点か
ら、多くの実証研究で示されたように、市場
で取引されている資産の価格過程は純粋の
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幾何ブラウン運動に従うものではなく、ジャ
ンプが含まれる場合が多い。通常のオプショ
ンについては、原資産価格過程が跳躍拡散過
程に従うものとして、いくつかの研究成果が
発表されているが、イスラエリ・オプション
についての研究は見当たらない。この研究で
は、原資産の価格過程が跳躍拡散過程に従う
場合、通常の永久アメリカン・オプションに
対応するイスラエリ・オプションの評価につ
いて研究を行う。 
 
 
２．研究の目的 
原資産の価格過程にジャンプが含まれる
場合、原資産の価格がオプションの権利行使
限界を飛び越す可能性を持つので、これがオ
プションの価格式を求めることを困難にし
ている。イスラエリ・オプションの場合、原
資産の価格が買い手と売り手の双方の３つ
権利行使限界を飛び越す可能性を持つ。ここ
では、買い手と売り手の双方の３つ権利行使
限界を同時に求めなければならず、オプショ
ンの価格式と権利行使限界を求める条件式
はさらに複雑になる。2000 年以降、ジャン
プを含む確率過程としてレヴィ過程でのオ
プション理論が広く議論されるようになっ
てきた。この研究では、レヴィ過程として、
上方と下方の双方向のジャンプがあり、ジャ
ンプの確率分布がアーラン分布である場合
を考え、いつでも権利が行使できる永久イス
ラエリ・オプションについて検討する。まず、
取り扱いが比較的に容易で、株価モデルとし
てしばしば使用される 2重指数過程での永久
イスラエリ・オプションについて、オプショ
ンの価格式を導出する。確率過程のパラメー
タの変化に対し、オプションの買い手と売り
手の行動がどのように変わるかをみるため、
両者の権利行使の閾値について感度分析を
行う。次に、応用として、為替レート連動型
貸借契約などを検討する。最後に、2 重指数
過程の一般化として、ジャンプの確率分布が
アーラン型の場合の価格式を導出する。 
 
 
３．研究の方法 
ジャンプの分布が指数分布の場合、通常の
永久アメリカン・オプションについて、いく
つか先行研究で権利行使限界が示されてい
る。これらの先行研究では一つの停止境界を
求めているが、この研究では、イスラエリ・
オプションの性質から売り手と買い手の権
利行使限界を合わせて３つの停止限界を同
時に求めなければならない。ここでは、原資
産の価格過程にジャンプが含まれる場合の
派生資産の価格が満たす微分方程式を導出
し、微分方程式の一般解を導出する。イスラ
エリ・オプションの権利行使限界を求めるた

めの第一ステップとして、停止境界が両側に
ある場合の条件式を導出する。この結果を基
にし、３つの停止境界のあるイスラエリ・オ
プションの権利行使限界を求めるための条
件式を導出する。原資産の価格過程にジャン
プが含まれるため、権利行使限界を求める条
件式は高次の連立方程式となる。権利行使限
界を求めるには数値的に高次の連立方程式
を解く必要がある。また、ジャンプの分布が
アーラン型の場合、高次の連立方程式の変数
には複素数が含まれる。ここでは、効率的に
数値解を求める方法についても研究する。こ
れらの問題をクリアしてから、跳躍拡散過程
での永久イスラエリ・オプションの売り手と
買い手の権利行使限界の性質を数値的に分
析し、幾何ブラウン運動でのこれらの性質と
比較し、原資産の価格過程のジャンプの成分
を考慮することの理論的と実務的な意味を
示す。 
 
 
４．研究成果 
この研究では、原資産価格過程が跳躍拡散
過程(jump-diffusion process)に従う場合、通
常のアメリカン・オプションに対応するイス
ラエリ・オプションの買い手と売り手の権利
行使限界を求めるとともに、オプションの価
格式を導出した。通常のアメリカン・オプシ
ョンについては、片側（買い手）の停止限界
を求めばよいが、本研究で扱うイスラエリ・
オプションはオプションの買い手と売り手
の双方の権利行使限界を同時に求めなけれ
ばならない。原資産価格過程が幾何ブラウン
運動に従う場合には、売り手の権利行使の領
域は権利行使価格からイン・ザ・マネーのあ
る値までの範囲となり、この値が求めなけれ
ばならない売り手の権利行使限界であり、こ
れを買い手の権利行使限界と同時に求めれ
ばよい。原資産価格過程が跳躍拡散過程に従
う場合には、売り手の権利行使領域が権利行
使価格の両側に広げるので、売り手の権利行
使限界を求めるには両側の停止限界と買い
手の権利行使限界と合わせて３つの権利行
使限界を同時求めなければならない。そこで、
この研究では、まず、両側の停止境界を求め
ることから始めることにし、この問題を解決
に成功した。この結果をコーポレート・ファ
イナンスでの投資決定問題に応用し、跳躍拡
散過程での参入退出問題について研究し、参
入と退出の閾値とプロジェクトの評価式を
導出した。本研究の１つ重要な副産物として、
コーポレート・ファイナンス関連の学会で発
表し、論文「跳躍拡散過程での有限回参入退
出モデル」が関連の学会誌に採用された。両
側の停止問題の結果を踏まえて、売り手の権
利行使限界と買い手の権利行使限界の３つ
の停止限界を同時の求める条件式を導出す



 

 

る。 
まず、ジャンプの分布が 2重指数過程の場
合について、永久イスラエリ・オプションの
買い手と売り手の権利行使の閾値と価格式
を導出した。それをもとに、数値的にオプシ
ョンの買い手と売り手の権利行使の閾値の
感度分析を行い、ジャンプの効果を明らかに
した。結果を簡潔にまとめると、次のように
なる。 
（１） コール・オプション 
  ボラティリティが増加する場合、買い手
と売り手はともに自分にとってよりよい状
態の発生を期待して、権利行使を遅らせるこ
とになる。売り手の買い戻しプレミアムの変
化についても同様の結果である。また、売り
手の買い戻しプレミアムの値が増加するに
つれ、売り手の権利行使領域は権利行使価格
の 1点に縮小し、さらに増加すると権利行使
領域は消滅する。その他のパラメータの値の
変化は株価の期待収益率の変化に繋がるも
のであり、株価の期待収益率を増加させるよ
うなパラメータの変化は買い手の権利行使
を遅らせ、売り手の権利行使を早める。無リ
スク金利の増加は株価の期待収益率の減少
と同じの効果を持つ。 
（２）プット・オプション 
 ボラティリティ、売り手の買い戻しプレ
ミアム、無リスク金利の変化はコール・オプ
ションの場合と同じ効果を持つ。その他のパ
ラメータはコール・オプションの場合と逆の
効果を持つ。 
このモデルの応用として、為替レート連動
型貸借契約と 2重買い取り請求権付き優先株
の評価について検討した。前者はコーポレー
ト・ファイナンスでの応用として、輸出企業
の銀行からの借り入れの返済が為替レート
変化に連動する貸借契約を考えた。輸出企業
（契約の売り手側）は円高になる場合（業績
の悪いとき）に為替レートに比例して返済し、
返済額が少なくなる。だたし、返済を申し出
たときには、為替レートに比例した返済額に
一定のプレミアムを加えて銀行に返済する。
銀行（契約の買い手側）は円安（業績のよい）
のときに、為替レートに比例にして返済を請
求し、返済額が多くなる。企業も銀行も、都
合のよいときにいつでも返済あるは返済を
請求できることとする。このような為替レー
ト連動型貸借契約はイスラエリ・オプション
と同一の式から結果が得られるものである
が、為替レートの変動が幾何ブラウン運動に
従うとする場合には売り手の権利行使領域
の上限だけが意味を持つことになる。これに
対し、為替レートの変動が 2重指数過程のジ
ャンプがあると考える場合では売り手の権
利行使領域の下限も意味を持つことになる。 
後者については、ここで考える優先株は、
優先株主が普通株への転換と企業に優先株

を買い取ることを請求できる２つの権利が
つくこと、さらに企業は優先株を買い戻すこ
とができる権利がつく場合を考える。このた
め、イスラエリ・オプションの評価式とはい
くらか異なる式になるが、類似の方法で結果
が得られた。さらに、数値的に優先株の株価
を求めるとともに優先株主と企業の権利行
使閾値および優先株と普通株の株価につい
て感度分析を行った。分析の結論は次の２つ
の効果としてまとめることができる。 
（１） 優先株買い戻し権の効果 
  企業に買い戻し権がない場合と比べる
と、普通株への転換水準はかなり低下する。
このことから、早い時点での普通株への転換
が期待される。また、企業に買い戻し権がな
い場合に比較して、買い戻し権の存在は優先
株の価格をかなり引き下げる。これは優先株
主に買い取り請求権を与えることにより生
じる優先株価格の上昇を緩和することにな
る。 
（２） ジャンプの効果 
  一般に優先株が発行される時点では企
業価値は買い戻し水準より高い位置にある。
幾何ブラウン運動では企業価値は連続的に
変動するので、企業価値が買い戻し水準に到
達すると、そこで買い戻しが行われ、買い戻
し水準以下の閾値は実際的な意味は有しな
い。ジャンプがある場合、企業価値が買い戻
し水準を飛び越す可能性があるので、優先株
主と企業のすべての権利行使閾値が意味を
持つようになる。  
これらの分析により、本研究の成果が新し
い金融資産の設計とその価格付けへの応用
の可能性を示した。 
続いて、2 重指数過程を含むより一般的な
確率過程として、ジャンプの分布が 2重アー
ラン型の場合について検討し、この場合での
買い手と売り手の権利行使限界を求め、永久
イスラエリ・オプションの価格式を示した。
ここで求めた価格式は複素数を含む高次の
連立方程式であるため、実務での利用を考え、
汎用の計算ソフトでこの種の複素数を含む
高次の連立方程式を数値的に解く方法を研
究し、権利行使限界とオプションの価格を数
値的に求めることに成功した。また、この計
算手法は跳躍拡散過程でのリアル・オプショ
ン・モデルを数値的に解く際にも役に立つ。
これを研究ノート「2 重アーラン過程リア
ル・オプション・モデルでの複素数計算」に
まとめ、学会誌に投稿し、現在審査中である。 
以上の研究成果を論文「跳躍拡散過程での
永久コーラブル・オプション」にまとめた。
論文をまとめる際に、金融資産としてより一
般的に理解しやすいため、イスラエリ・オプ
ションをコーラブル・オプションと呼ぶこと
にした。論文をファイナンス関連の学会誌に
投稿し、現在審査中である 
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