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研究成果の概要： 多くの中学生や高校生が、さらには大学生でも誤ることのある、命題の証

明のための文字式使用をとりあげた。一般性を欠くことなく命題を証明するための適切な文字

式使用を導くための補習用教材として、事物の個数など具体的数量に言及する命題の証明課題

を与えることが一定程度効果的であることを示した。また、その種の具体的数量を題材とする

教材による学習の成果をより確実なものにするためには、その具体的数量問題に固有の特殊的

手がかりに過度に依存しないことが重要であるとの示唆を得た。 
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１．研究開始当初の背景 
 わが国の教育課程の下では、文字式につ

いての本格的な学習は中学校第 1 学年の数学
から始まる。同第 2 学年用の数学教科書は、
「数量などの関係や法則を一般的にかつ簡
潔に表現し、処理できるようにする」（学習
指導要領）ことの一環として、整数の一般的
性質に関する命題等の証明のための文字式
利用について学習する単元を設定している。
特に「奇数と奇数の和は偶数である」という
命題の証明は、多くの検定済教科書が取り上
げているところである。中学校段階における

文字式による数量関係や法則の一般的表現･
処理の技能やそれを支える知識の習得は、そ
れ以降における、より高度な内容の数学学習、
さらには科学・技術上の情報処理のための基
礎固めとして重要な位置を占める。 
しかるに、大学生にこの命題の証明を求め

ると、「奇数と奇数の和」を(2n+1)+(2n+1)と
表現してしまう者が少なからずみられる。こ
の場合、この文字式表現は適切なものではな
い。そこでは 2 奇数を表現するのに同一の文
字 n を使用しており、これでは 5+5、11+11
といった同じ奇数どうしの和のみを表すに
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すぎず、「奇数と奇数の和」一般を表現した
ことにはならない。このような一般性を欠く
ことになる文字使用を、本研究では「同一文
字による 2 数の表現」呼ぶ。 
ところで加藤国男（196 年）は、指定され

た範囲内の数一般の代わりとして文字を使
用する際の基本的な原則を、次のように述べ
ている（引用部分を斜体で示す）： 

数の代わりに文字を用いるときは、文字
の値の不確定性（可変性）が前提となっ
ているし、文字を用いて式を作る場合に
は文字の値の同一性（不変性）が前提と
なっていて、しかも、この２つの側面は
独立に現れるのでなく、同時に起こって
くる。（ｐ.200） 

すなわち、(a)文字はある式の中でどのような
数の代わりとしても使える（文字の値の不確
定性）が、(b)その式内の複数箇所にある同じ
文字は、相互に同じ数を表す（文字の値の同
一性）ことになるのである。(c)それゆえ、上
の（2n+1)+(2n+1)における 2 個箇所の n は同
じ数を表すことになるのである。(d)したがっ
て、１つの式の中で、同じとは限らない 2 奇
数の代わりとして文字を使う場合は、可能な
すべての奇数同士の対を表現しうるよう、た
とえば(2ｍ+1)+(2n+1)のように、相互に異な
る文字を用いて 2 奇数を表現する必要がある。 
上述の証明課題に対して、一般性を欠く

「同一文字による 2 数の表現」で対処するの
は、上記(b)の原則（すなわち、『文字の値の
同一性』）への準拠がなされないことによる
ものと思われる。このことの結果として、(b)
の原則から帰結する上記(c)も(d)も意識に上
る こ と な く 、「 奇 数 と 奇 数 の 和 」 が
（2n+1)+(2n+1)のごとく表現されるのであ
ろう。 

以上のようにその原因が考えられる「同一
文字による 2 数の表現」の誤りを示す者の割
合は、国立大学の学生の場合でも決して低く
はない。しかも、この「同一文字による 2 数
の表現」は、一時的な不注意などによる誤り
ではない。同一世代の中でも中学校段階での
学習到達度が比較敵高かったと推測される
大学生でも高頻度でこのような不適切な文
字式使用を行うことから、中学生、高校生ま
で含めて考えれば、上記(b)「文字の値の同一
性」原則への準拠を促すような学習援助を必
要とする生徒･学生は相当の割合に達すると
考えられる。 
本研究は、以上のような文字式使用におけ

る誤りの背景を考慮しつつ、その種の誤りに
陥らないための、またその誤りからの脱却を
目指す学習援助の方策（教材、例題の選択）
を追究する。 
 
２．研究の目的 
本研究全体の目的は、一般性を欠くことにな

る不適切な文字式使用の背景にある学習者
の知識構造をみきわめ、より適切な文字式使
用を促進しうる教材を見出すことにある。そ
のために、直接的な目的と収集時期を異にす
る３カテゴリーの調査・実験データを分析し、
逐次、文字式学習のためのより有効な教材へ
と接近することとした。以下、それぞれのカ
テゴリーに対応させて、本研究を、研究Ⅰ、
Ⅱ、Ⅲに下位区分し、それぞれの直接的な目
的を述べる。 
①研究Ⅰの目的： さまざまの条件下での
証明問題解決における大学生の文字式
使用を比較し、それらの条件の中から、
中学生や高校生が数量などの関係や法
則を一般的にかつ簡潔に表現するため
の文字式の使い方の学習の際の、効果的
な教材の候補を探索する。 

②研究Ⅱの目的：高校生を対象に、上記の
研究Ⅰで見出された教材の候補が、実際
に、適切な文字式使用を促進するための
有効な教材となりうるか否かを、事前テ
スト－処遇－事後テストのパラダイム
の下での実験により確認する。 

③研究Ⅲの目的： 高校生を対象に、上記
①②で取り上げた適切な文字式使用を
促進する条件下での命題証明課題の解
決経験により、実際に文字式使用に改善
がみられる者、みられない者の違いを生
み出す要因を見きわめる。 

 
３．研究の方法 
 ここでは、本本研究の方法全般について概
観しておく。研究Ⅰ、Ⅱ、Ⅲに固有の材料等
については、研究の成果と密接に関連するの
で、次項「４.研究成果」で述べることにする。 
（1）調査、実験の対象者 
（人数は最終的な分析対象者数） 

・研究Ⅰ： 同一の国立大学教員養成系学
部 2 年次学生 302 名（入学年度が異なる
者を含む）。かれらは全員、大学入試セン
ター試験の「数学Ⅰ」を受験していた。 

・研究Ⅱ： 東北地方の県庁所在都市にあ
る県立 M 高校 1 年生 110 名。大学進学実
績では同県内で上位にある。 

・研究Ⅲ：上記と同県内の県庁所在地外に
ある県立 K 高校 1 年生 142 名。大学進学
実績では同県内で上位にある。 

（2）ターゲット課題 
研究全体を通してのターゲット課題は、
「奇数と奇数の和は、偶数である」という
命題を証明する課題であった。この課題で
の適切な文字式使用を促進する条件は何
か、という観点から各研究が計画され、ま
た収集したデータについて分析・考察がな
された。 

（3）文字式使用の型分けとその評価 
対象者の文字式使用の様態を、統一的な



基準でＬ1，Ｌ2、Ｌ3、Ｌ4 に分類した。
ここでは、2 数に同一文字を当て一般性を
欠く文字式使用は、Ｌ2 とＬ3 とに区分さ
れた。 
L1：「異なる二文字による 2 数の表現」

（『異二文字』と略記）： 2 つの数を表
現するのに異なる 2文字を用いており、
数と数の対一般を表現する文字式とな
っているもの。 
例：（2ｍ+１）+（2ｎ+１）  

L2：「同一文字と異なる数による 2 数の表
現」（『同一文字・異数』と略記）： 2
数を表現するのに同一の文字と異なる
係数や定数を用いているもの 

   例：（2ｎ＋1）+（2ｎ+3）、 
（2ｎ＋1）+（2ｎ-１）、 
（4ｎ+1）+（2ｎ+1） 

L3：同一文字と同一数による 2 数の表現」
（『同一文字・同数』と略記）： 2 数を
表現するのに同一の文字と同一の定数
を用いているもの。すなわち、2 数がま
ったく同一に表現されているもの。 
例：（2ｎ+1）＋（2ｎ＋1） 

（L4： 文字を使用しないもの、および無
解答のもの。これに該当するものは、
分析対象から除外した。） 

以上のうち、L1 は「文字の値の同一性」原
則を踏まえ、２奇数を表すのに異なる２文
字を用いており「奇数と奇数の和」一般を
表現しえているものである。これに対して
L2 は、一定差の奇数どうしの和、また L3
は同一の奇数どうしの和を表現している。
この意味で L2、L3 は一対の奇数の和の表
現としては一般性を欠くものである。ただ
し、Ｌ3 は、Ｌ3 では同値の奇数どうしの和
（差）に過ぎないことに気付いているもの
の、Ｌ1 の表現法が使えない場合に採られる
表現法であろうと思われる。ここでは、L2
と L3 を特に区別する必要がない場合には、
両者を含めた名称として「同一文字による 2
数の表現」（『同一文字』と略記）を用いる
ことがある。 

   
４．研究成果 
ここでは、研究Ⅰ,Ⅱ，Ⅲの順に述べることに
より、本研究全体としての成果を総括してい
くこととする。 
 
（1）研究Ⅰ 

研究Ⅰでは、前述のターゲット課題を含む
6 種類の条件（課題・文脈）の下での、大学
生による文字式使用を比較した。6 種類の課
題とは、命題 2 種（『奇数と奇数の和は、偶
数である』ｖｓ『奇数と奇数の差は、偶数で
ある』） ×課題が埋め込まれた文脈 3 種（標
準的文脈、具体物の個数、誤り指摘後）の組
合せにより生成されるものである。標準的文

脈とは、直裁に命題の証明を求める場合（タ
ーゲット課題そのもの）である。具体物の個
数とは、命題を「奇数個のおはじきと奇数個
のビー玉の個数を合わせた数は、偶数個であ
る」というように具体物に関するものに翻案
して提示される場合である。そして、あやま
り指摘後とは、命題を証明するために L3:同
一文字・同数」型の文字式使用を犯した解答
例を与えられ、それが誤りであることが知ら
されたうえで、標準的文脈で証明問題を解く
場合である。 
6 種の条件は、それぞれ異なる群の対象者(各
群 44 名～67 名)に割り当てられた。 
 各条件（群）ごとの各文字式使用型の出現
比率を Table１に示す。 
 
Table 2 条件ごとの各文字使用型の 

出現比率（％） 
 異二文字 同一文字 

 ±異数 
同一文字 
 ±同数 

和・標準 32.5 25.0 42.5 

〃 個数 72.7 19.7 7.6 

〃誤り指摘  34.7 30.6 34.7 
差・標準  53.2 40.2 6.4 
〃 個数  88.0 10.0  2.0 
〃誤り指摘  54.0 40.0  6.0 
 
この表から読み取れる主な結果は次のとお
りである（統計的検定を経ている） 
ⅰ)「奇数と奇数の和に関する証明よりは、差

に関する証明の場合のほうが文字式使用
の水準が有意に高かった。 

ⅱ)和、差を問わず、標準的な証明問題と誤り
指摘後証明問題の間で差がない一方で、証
明問題が具体物の個数の問題として提示
された文脈では、他の２通りの文脈に比較
して有意に文字式使用の水準が高かった。 

研究Ⅰで取り上げた６種の証明課題の条件
の中で、実際に中学校で例題や練習問題等と
して取り上げられるものは、「奇数と奇数の
和は、偶数である」ことの証明を直截に求め
ている「和・標準」である。この条件の下に
おける大学生の文字式使用は、小関ら（1989）
の報告を再現するものであった。すなわち、
奇数と奇数の和を、異なる２文字を用いて
（2m＋１）＋（2n＋１）のように適切に表
現できたもの（L1）は 32.5%（文字式不使用
者を除いた比率； 以下、同様）にとどまり、
逆に２奇数に同一文字を当てて（2n+1）＋ 
(2n+1)としたり、(L3：42.5％),（2n+1）± 
(2n-1)とする（L2；25%）不適切なものを合
わせると、67.5%にも達したのである。さら
に、ここでは、不適切な後二者の中では２奇
数をＬ3：同一文字・同数で表現したものが、
2 奇数の定数部分を異なるものとする L2 の



1.7 倍もいたことに、注目しておく。 
 L1 型の適切な文字式が増加する条件の一
つは、証明問題が、具体物の個数に関する問
題として対象者に呈示される場合（個数和文
脈）であった。上に引用した教科書の例題と
同様に、「奇数と奇数の和」が偶数であるこ
との証明を直裁に求めた場合の L1 の出現率
が 32.5%であったのに対して、この条件の下
では、L1 の出現率は 72％であった。 
 もう一つの条件は、証明すべき命題が「奇
数と奇数の差は、偶数になる」というもので
あることであった。この場合の L1 出現率は
53％であった。同時にこの条件化下では、2
奇数を、文字、定数とも同一のもので表現す
る L3 が、もっともよく抑制された（6%）。 
「個数和」の文脈のもとでは、一般性を欠く
文字式使用が抑制され、適切に 2 数に異なる
2 文字を当てる文字式表現（L1）が促進され
たことから、証明すべき命題をより具体的で
日常的に扱う数量の文脈でとりあげるとい
う方法が、あるいは教授方略としても有効な
のではないかとも思われる。抽象的な関係の
理解への前段階として、具体的な関係を利用
する、という方法は、特に小学校ではよく使
われる学習援助法であるが、それは、この研
究でターゲットとしている命題の証明にお
ける文字式表現の学習にも有効たりうるの
であろうか。 

証明すべき命題が「奇数と奇数の差は、偶
数である」であった場合も、同様に大学生の
文字式表現の水準が向上した。しかもこの場
合は、(2n+1)－ (2n＋1)という典型的なタ
イプの誤りがかなり抑制されることから、こ
のような課題を使用することは、文字式理解
の援助の一助となりうることが示唆される
ところである。もっとも、この場合は、たま
たま証明問題が奇数どうしの差であること
から、(2n+1)－(2n＋1)という典型的なタイ
プの誤りでは、演算結果が 0 となることによ
り、その不合理性が気付かれたに過ぎないこ
とも推測される。 

いずれにせよ、これらは条件分析的研究の
中で得られた結果であり、学習援助法の開発
につながりうるデータとしては、事前テスト
－処遇－事後テストという実験パラダイム
の下で、具体物の個数和（差）の文脈での問
題解決、あるいは、奇数と奇数の差に関する
証明問題の解決を処遇として配置し、その効
果を直裁に数学的命題の証明を求める事前･
事後テストの結果の推移を観察することか
ら得られた結果が必要であろう。この検討は、
次の研究Ⅱに委ねられた。 

 
（2）研究Ⅱ 
 高校生を対象として、「奇数と奇数の和は、
かならず偶数である」ことの証明問題を解く
ための適切な文字式表現が、命題を具体物に

関するものに翻案して提示するという処遇
により促進されるかであろうか。研究Ⅱでは、
事前テスト―処遇―事後テストのパラダイ
ムの実験から得られたデータに基づき、この
ことを検討した。ここで、具体物の個数に翻
案された命題とは、奇数個の赤いボタンと奇
数の白いボタンの和は偶数である、という内
容のものである（実際には、さらに長い文章
に埋め込まれて提示された）。この処遇条件
は、E1(第 1 実験)群(38 名)に与えられた。ま
た、奇数と奇数の差に関する命題の証明を求
める E2 群（35 名）、統制課題として連立方
程式で解く文章題を与えられた C 群(37 名)
も設定された。群ごとセッションごとの各文
字式使用型の出現比率を Table 2 に示す。 
 
Table 3 各群・セッションにおける各文字

使用型の出現比率（％） 

 異二文字 同一文字

±異数 

同一文字

±同数 

E1 群・事前 23.7 47.4 28.9 
〃 （個数） 39.5 21.0 39.5 
〃  事後 39.5 26.3 34.0 
    
E2 群・事前 34.3 34.3 31.4 
〃 （差） 42.9 37.1 20.0 
〃  事後 40.0 31.4 29.6 
    
C 群・事前 27.0 35.1 37.8 
（統制課題）  -  -  - 
〃・事後 27.0 37.8 35.1 

 
E1 群の処遇課題「奇数個と奇数個の和」は、
具体物であるビー玉とおはじきがいずれも
奇数個あるとして、その個数の和が偶数であ
ることの証明を求めるものであった。証明す
べき命題は事前および事後テストで課され
たターゲット問題と実質的には同じ証明問
題であった「奇数と奇数の和」を異なる２文
字を使用して表現した（「異二文字」）は、事
前テストにおいては 38 名中の 9 名（23.7％）
であったが、処遇課題では 15 名と、有意に
増加した。さらに、事前-事後テスト間でも
この差は有意のまま維持された。（Table 3）。
この限りでは、整数の性質に関わる証明問題
をより具体的な内容を伴わせた文章題とし
て解く経験は、そのとき（処遇セッション）
のみならず、その後に直裁に整数の性質に関
する証明問題として呈示された場合（事後テ
スト）においても、「奇数と奇数」の対を異
なる2文字を用いて表現することを促進する、
一定の転移効果を有するものであったとい
える。 
しかしながら、その直後に再びターゲット

問題が課せられた事後テストにおいて、同一
文字による２数の表現に戻ってしまった者
も４名おり、この課題の効果が一時的なもの



にとどまる可能性も低くないことを示して
いる。具体物の個数という文脈での問題解決
経験の効果がこのように一時的なものに止
まる可能性としてどのような要因が考えら
れるであろうか。まず、この課題では２奇数
は、具体的に、“ビー玉の個数”と“おはじ
きの個数”として示されており、その具体物
の異なる2種類の名称に対応させて別々の文
字をつかえば、自然に 2文字を用いて表現し
たことになる。そこでは、かならずしも文字
の値の同一性を意識する必要はない。このよ
うに文字の値の同一性が意識されることが
ない場合には、実質的には同じ問題がより直
截に数学的命題の証明問題として提示され
ると、それに対して再び同一文字による 2 数
の表現が出現する可能性が高まるのだと考
えられる。この点に、具体的内容を伴わせた
証明問題から、整数の性質を直截に問う晩へ
の転移を制限している要因があると考えら
れる。 

第１実験群に与えられたような、整数の性
質に関わる命題を具体的な内容で彩った課
題は、確かに効果的である。しかし、その効
果も、たまたまそこに含まれた具体的内容に
引きずられての妥当な反応を誘発するのみ
の効果が含まれており、それが取り払われた
ときには、いわば、”元の木阿弥”になりか
ねない可能性があることに注意しなければ
ならない。それゆえ、次には、一定の問題構
造を具体的文脈の経験する中で、何を掴み取
る（あるいは掴みとれない）ことが、その経
験が、その問題構造がより直截的な数学的問
題として呈示された場合にも転移する（しな
い）ための条件となるのかを見究めることが
必要である。この作業は次の研究Ⅲにゆだね
ることにする。 

 
（3）研究Ⅲ 

高校生を対象に、事前テスト―処遇―事後
テストのパラダイムで実験を行った。対象者
は 3 群に分けられ、それぞれ異なる処遇 A(第
１実験群)B（第 2 実験群）, C（統制群：研
究Ⅱと同様）を与えられた。事前・事後テス
トではターゲット課題を使用した。処遇 A,B
は、偶数個の赤いボタンと奇数個の青いボタ
ンの和は奇数である、という命題の証明問題
であり、その解決にあたっては、「文字の値
の同一性」原則を踏まえ、「異なる二文字に
よる 2 数の表現」を採用して立式する必要が
ある、ターゲット課題の類題である。ただし、
A および B では、証明問題が具体物の個数に
関する問題として具体的なカバー・ストーリ
ーに埋め込まれていた。さらに「偶数個＋奇
数個」の文字式表現,2m+(2n+1)が例示されて
いる。これらのことから、ＡおよびＢは、実
質的には模範解答つきの、具体的な文脈に埋
め込まれた証明問題の例題とその解法の教

示であるといえる。さらに A には、その例示
とともに、2ｍ+（2ｎ+1）というように、異
なる2文字が使用されていることの理由を選
択する課題（問 1）が挿入されている（この
点のみが B と異なる）。このことにより、Ａ、
Ｂの効果を比較することにより、２文字使用
の理由について対象者が自ら考えることの
効果を見積もりことが可能である。さらに、
Ａを使用した E1 群内で、2 文字使用の理由選
択の如何と事後テストにおける文字式使用
のことの関連についての分析が可能となる。 

群ごと・テスト時期ごとの各文字式使用型
の出現比率をTable 3に示す(3群の人数は、
順に、50,52,50 名であった)。 
 

Table3 各群のテストにおける各文字使用型
の出現比率（％） 

 異二文字 同一文字

±異数 

同一文字

±同数 

E1 群・事前 20. 32.0   48.0 
〃  事後 42.0 20.0 38.0 
    
E2 群・事前 15.1 26.4 58.5 
〃  事後 41.5 15.1 41.5 

    
C 群・事前 16.0 24.0 60.0 
〃・事後 18.0 22.0 60.0 

 
E1 群（処遇 A), E2 群(処遇 B)とも、事前

から事後にかけて異二文字による文字式表
現をする者の比率が有意に上昇した。ｓｈか
し、この両群間に事後テストでの有意な差は
みられず、異二文字使用の理由を考えさせる
（E1 群）だけでは、処遇の効果をさらに押し
上げる効果は生じないことが示された。 
E1 群の対象者には、処遇課題での証明に先

立ち、「偶数と奇数の和」を文字式で表現す
る場合、2ｍ+（2ｎ+1）のように、異なる 2
文字を使用しなければならない理由につい
て 4 肢選択法で問うた。 
各選択肢と、それを選んだ者の人数は以下の
とおりであった。 
ア）一方は赤、他方は青であり、両者は種類
が異なる物の数だから       （11 名） 

イ）一方は偶数、他方は奇数であり、両者は
性質が異なる数だから       （13 名） 

ウ）一方は偶数、他方は奇数であり、両者は
大きさが異なる数だから    （ 5 名） 

エ）両者は無関連に決められており、お互い
に関連のない大きさの数だから （11 名） 

ここでは、エ）をもっとも妥当な理由として
分析を進める。 
ここで、E1 群の対象者のうち、事前テスト

において、不適切な同一文字使用（L2、L3) を
示した者 40 名について、遭遇課題での 2 文
字使用理由選択と事後テストにおける文字
使用型とをクロス集計した結果を Table 4 に



示す。 
 
Table 4  挿入課題での理由選択と事後に

おける文字使用型との連関 
――――――――――――――――――― 
        事後テストでの文字使用型 
理由選択    異二文字  同一文字  計  
不適切理由 

ア  2       9      11 
イ  3       10    13         
ウ  ０       5       5          

適切理由選択 
    エ   ６          5     11 
        計  11            29      40 
不適切理由（ア、イ、ウ）選択者全体（29 名）
の中で、異二文字使用（L1）は 5 名（17％）
にとどまり、他の 24 名（83％）は同一文字
使用(L2,L3)のままであった。これに対して
適切理由選択（エ）者（11）では異文字使用
（L1）6 名（55％）で過半数を超え、同一文
字使用者（L2,L3)は 5 名（45％）であり、こ
の選択理由の適切/不適切の相違による異二
文字/同一文字の分布の差異は、フィッシャ
ーの直接確率計算法による検定の結果、有意
（P=.042)なものであった。適切な理由エを
選択した場合は、そうでない場合に比較して、
事前テストでの 2数 1文字対応の誤りから脱
却して事後テストにおいてより高い比率で、
異二文字型の適切な文字式表現を示したの
である。 
 

以上を総括して、次の 1,2 を結論および今
後の検討課題として導くことができよう： 
1．事物の個数など具体的数量に言及する
命題について証明する課題は、「文字の
値の同一性」に準拠した文字式使用を促
進するのに、一定程度、効果的な教材で
ある。 

２．上記１の効果をより確実なものにする
ためには、学習者がその具体的数量問題
に固有の特殊的手がかりに過度に依存
せず、その場合における文字式使用法の
根拠について適切に認知できるように
するための配慮をも同時に施す必要が
あろう。この配慮を具体的にどのように
行うか、また、そのことにより、文字式
導入期の中学生に対して、より効果的な
援助を実現できるか、という問題が今後
追究されるべき課題として残されてい
る。 
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