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研究成果の概要：

第２ベッチ数１をもつ３次元複素アフィン空間の非射影的コンパクト化 (X,Y) については，

境界因子 Y が nef の場合は，指数２以下の高々ゴレンスタイン端末特異点を持つ３次元ファ

ノ多様体によるコンパクト化の分類に帰着されることが分かる．

特に，指数２の場合は (X,Y) の構造は解明されているが，指数１の場合は，具体的な例（モ

デル）は存在する者の，最終的な構造の決定までは至ることが出来なかった．

しかし，境界因子を詳細に解析する事により，境界の位相的・代数的構造と全体空間の位相

的・代数的構造との関連について結果を得た．

Y が non-nef の場合は，古島によって構成された無限個の例について，解析的な不変量を定

義し，具体的にその不変量を求めた．
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１．研究開始当初の背景

第２ベッチ数１をもつ n次元複素アフィン
空間Ｃｎのコンパクト化の決定問題はドイツ

の数学者ヒルツェブルフ氏によって１９５
４年に提起され，２次元までは１９６０年に
連メルト．ファンデフェン等により完全に解
決された．
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３次元以上の場合は問題は極めて困難さ
を増し，結果的には，現在に至まで完全には
解決されていないのが現状である．
古島は，１９８６年以降，特に，３次元複
素アフィン空間Ｃ３の射影的コンパクト化
(X,Y) の分類について長年研究を行ってき
た．そして，２０００年頃までにはその構造
も含め完全に決定した．実際，同型を除き，
６種類ある事を示した．
一方，Ｃ３の非射影的なコンパクト化につ
いては，もし存在すればモイシェゾン多様体
であることが，ペターネル・シュナイダー氏
等により知られていた．しかし，具体的にそ
のようなコンパクト化が存在するかどうか
は当時は知られていなかった．
存在性については，古島により，３次元複
素アフィン空間の非射影的なモイシェゾン
コンパクト化の例を無限個構成することに
よって示された．
これらの存在結果は，Ｃ３の非射影的なコ
ンパクト化の研究が意味がある事を示すの
みならず，ある意味で，研究の新たなスター
トと位置づけることも出来る．
さて，Ｃ３の非射影的コンパクト化 (X,Y)
の境界因子 Y の構造は予想以上に複雑であ
る．実際，Y は非正規モイシェゾン曲面で，
その正規化モデルは射影代数的で，その最小
特異点除去は線織面あることが分かる．
しかし， Y の位相的性質の解明は困難で
あり，第３ベッチ数が消える条件を仮定する
ことによって，困難さはある程度解消される，
こうして， X の第３ベッチ数が消えるとい
う条件を新たに加えて構造を決めることと
した．
その際，次の２つの場合：(i) 境界因子 Y
が nef の時． (ii) 境界因子 Yが non-nef の
時．に分けて考察する．
まず，(i) の場合，即ち，境界因子 Yが nef
のとき，X は指数が２以下のゴレンスタイン
端末特異点を持つ３次元ファノ多様体の小
特異点解消によって得られることが知られ
ている．
指数が２の場合は，このようなファノ多様
体についてはその構造は完全に決定され分
類も完成している．
次に，指数が１の場合は，そのようなコン
パクト化は実際存在することは知られてい
るが，その構造につては完全には決定されて
いないようである．
次に，(ii)の場合，即ち，境界因子 Y が
non-nef のときは，このような場合は実際存
在する事は知られているが，その構造につい
ては殆ど知られていない状態である．
また，先行研究や関連する研究も殆ど無く，
研究の方向や方針も具体的に立て難い状況
であった.
そこで，研究の第一歩として，擬次数と呼

ばれるコンパクト化に付随する不変量を定
義し，古島によって構成された無限個の例に
対して，具体的に計算し，これらの結果から
一般的な性質を探る作業を行う必要がある．
以上のような背景があった．

２．研究の目的

第２ベッチ数１のＣ３の非射影的コンパクト
化 (X,Y) に対して，次の①，②を研究する
ことを目的とする．

(1) 境界因子 Y が nef で指数が１の場合の
(X,Y)の構造を決定する問題が残っている．
これまでの研究成果から，(X,Y) は指数
１，種数１０のゴレンスタイン端末特異
点を有するファノ多様体によるＣ３の
コンパクト化の小特異点解消によって得
られるという予想が正しそうなので，
この予想の解決に向けて研究を行う．
その際，境界因子 Yおよびその正規化 の
幾何的・代数的構造を詳しく調べ，それ
と非射影的コンパクト化 Xの全体構造と
の関係を調べる．

(2) Y が non-nef かつ指数が２の場合，無限
個の例が存在する．それらの例について擬
次数と呼ばれる不変量を計算し，それらの
計算結果を参考に，一般の場合の境界因子
Y の構造およびＸの構造（特に有理性）に
ついて研究を行うこと．
その際，境界因子 Y が定める線形系|Y|の
不定点およびその解消について詳細に解
析する．

３．研究の方法

（平成１９年度）

(1) 毎年，神奈川県葉山の湘南国際村で開催
される国際研究集会（葉山国際シンポジュ
ーム）に参加し，関連分野の来日数学者と
の研究討議を行った．

(2) 代数幾何学の専門家である九州大学の佐
藤栄一教授，長年にわたって研究の理解者
である，京都大学の中山昇准教授との研究
討議を行った．

(3) 日本数学会や富山大学で開催された多変
数関数論冬セミナーに出席し，研究成果の
講演も行った，出席者からの助言やコメン
トを貰い，研究を推進させた．

(4) ドイツのマックスプランクおよびボン大



学主催の数学国際研究集会に参加し，客員
として滞在していたロシア人数学者と研
究討議を行った．

（平成２０年度）

(1) 平成２０年４月から９月末までの約半年
間ドイツのマックスプランク数学研究所
から客員教授として招待され，研究所に客
員として滞在していた，ロシア人，ドイツ
人，イタリア人若手およびベテラン数学者
と密接なる研究討議を行った．

(2) インターネットを通して関連する研究論
文をダウンロードし，大学院生のセミナー
で購読するなど，問題解決に必要と思われ
る知識やテクニックを収集し我々の問題
に適用し，細かい構造を調べた．

(3) 広島大学の島唯史准教授と境界因子Y の
特異点に関してセミナーを定期的に行っ
た．

(4) 平成２０年度多変数関数論冬セミナーを
熊本大学で開催し，関連する研究を行って
いる研究者に講演を依頼し，開催期間中，
これら研究者からの研究情報を提供を受
けた．

４．研究成果

（１）X の第３ベッチ数が消えるという条件
の下で研究を行った．
今，境界因子 Y が nef の場合は，X は指
数１のゴレンスタイン端末特異点をもつフ
ァノ多様体 Vの小特異点解消によって得られ
ることが分かる．
Ｃ３のコンパクト化としての Vに於ける
Ｃ３の境界因子を A とおくと，A は非正規有
理曲面で，A の特異点集合は非特異有理曲線
の樹木である事がわかる．
A の最小特異点除去 Mは非特異有理曲面で，
M 上の ajoint linear system の固定点自由
化定理を応用することにより，A の特異点集
合について詳細情報を得る事ができる，この
ことを用いて，Ｃ３の特異ファノ・コンパク
ト化 (V,A) の可能性をリストアップした．
但し，各場合が実際に存在するかは不明であ
る．
更に，京都大の並河氏によるゴレンスタイ
ン端末特異点をもつファノ多様体の平滑化
（smoothing）の存在定理を応用し，X の位
相的・幾何的不変量と Vの特異点のミルナー
数や特異点の数，さらに，V を平滑化して得
られる非特異ファノ多様体の位相的・幾何学
的不変量との間の関係式を見出し，更に，テ

クニカルな仮定を置いて，V は種数１０のゴ
レンスタイン端末特異点をもつファノ多様
体である事を示した．
これら一連の研究では，幾つか強い仮定を
置いたので，今後は，これらの仮定を再吟味
しつつ，新たなアイデアやテクニックを手に
入れる必要があると考える．

（２）境界因子 Y が non-nef の時は，指数
が２の場合を中心に研究を行った，まず，こ
の場合の知られている例の全てに対し擬次
数（不変量）を計算し，擬似数は４であるこ
とを示した．一方，コラー氏の結果を応用し
て，一般に，X の擬次数は３または４である
事を示した．
特に，Y が定める線形系|Y|によって定義
される有理型写像は双有理的であり，その不
定点解消の構造を詳細に解析することによ
り，X の擬次数は４である事がわかった．
結果的に，X は４次元射影空内の非特異２
次超曲面に双有理型同型であることが分か
った．この結果は新しい結果である．
一方，指数が１の場合は，現在の所，有効
なテクニックがないが，境界因子 Y の特異点
の構造や，Y の最小特異点除去の大域的な構
造については部分的な結果も得られており，
今後，更に研究内容を深めていきたい．
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