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研究成果の概要：射影代数多様体の小平消滅定理の正標数の体上での反例である M. Raynaud
の偏曲曲面(X,L)の構成法を検討し、コホモロジー H^i(X, L^n)  i=0,1,2 の計算公式を与え、
コホモロジーの nに関する消滅・非消滅の挙動を調べた。さらに、小平消滅の反例を与える豊
富な因子 Lについて、新しいクラスを発見した。 
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１．研究開始当初の背景 
 
近年、高次元代数幾何学や特異点理論にお

いて、乗数イデアル(multiplier ideal)の研
究が盛んに行われている。これは９０年代初
頭にNadel [9], Demailly [1], Siu [10]らに
よって複素解析幾何学における多重劣調和関
数のコホモロジー理論として導入され、小平
型消滅定理が示された。後に Esnault, 
Viehweg らのアイディアにより embedded 
resolutionをとってから元の空間にpush 
downするという代数化された定義が導入され
現在に至っている。乗数イデアルと類似の概
念として、Lipman [7]はadjoint idealを導入
している。embedded resolutionを行うには広
中の特異点解消定理を使わなければならず、
従って乗数イデアルは標数零の体の上で定義
される。しかしながら、Smith [11], 高木 
[12]、原, 吉田 [3] により、乗数イデアル

の対応物がHochsterとHunekeらによる密着閉
包(tight closure)理論におけるtest ideal
の一種として構成できることが見出され、特
異点解消という言わばブラックスボックスを
経由しない、より代数的に制御しやすい理論
としても整備されつつある。 
 
乗数イデアルが重要な研究対象として精力
的に研究されている理由は、まず、強力で使
いやすい小平型消滅定理にあると考えられる。
小平消滅定理はベクトルバンドルの豊富性を
仮定するが、豊富性の判定は一般には難しい。
川又-Viehweg消滅定理はQ因子の概念を導入
して豊富性条件を緩めているものの、Q因子の
単純正規交叉（snc）性を仮定しており、この
条件も直接判定することは一般に難しい。と
ころが、乗数イデアルの概念はsnc性を直接経
由せずに小平型消滅定理が使えるところが優
れている。また、特異点理論や高次元代数幾
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何学における重要な特異点は、embedded 
resolutionを使って標準因子のずれ方の度合
い（crepancy）によって定義されており、乗
数イデアルはその定義から自然に特異点の情
報を含んでいる。以上のことから過去１０数
年の間、乗数イデアルは因子の特異点、豊富
な因子に関する松阪の大定理の別証明、ネフ
かつビッグな因子による線形系の固定点の記
述、随伴線形系の大域生成性（藤田予想）、
構成的ヒルベルト零点定理、記号冪（symbolic 
power）の上限問題、多重種数の理論、森プロ
グラムにおけるフリップの存在および停止性
問題等等、代数幾何学のさまざまな問題に応
用され、同時に理論自身の整備も進められて
いる。 
 
しかしながら、乗数イデアルの可換環論の

立場から見た構造については十分解明されて
いるとは言い難く、本格的研究は始まったば
かりの状態であると考えられる。例えば「ど
のようなイデアルが乗数イデアルになりうる
か？」といった素朴な問題に対しても、十分
な解答が得られていない。先駆的研究として
は、Howald [4]によって単項式イデアルから
作られる乗数イデアルが決定され、単項式イ
デアルについてはかなり見通しが良くなった
といえる。より一般的には、乗数イデアルは
整閉であることは容易にわかるが、その逆は
どうかについては十分に分かっていない。
Lipman-渡辺 [8]やFavre-Jonsson [2] によ
って２次元の正則局所環の整閉イデアルは全
て乗数イデアルになることが示された。この
研究は最近Hyry-中村-Ojala [5] によって深
められ、GorensteinなRees環との関係が明ら
かになり、さらにLazarsfeld-Lee [6] によっ
て高次元の正則局所環の場合に部分的な拡張
が試みられ、３次元以上の正則局所環の場合、
乗数イデアルのシチジーの構造が初めて考察
され、その結果、整閉イデアルのごく特殊な
ものだけが乗数イデアルになりうることが示
された。しかし、具体的にそれはどのような
ものかは十分解明されていないし、正則局所
環という条件を緩めた場合はどうなるかとか、
シチジーのより詳しい様子などはわかってい
ない。このように乗数イデアルは可換環論の
立場から見ても非常に興味深い対象であるも
のの、代数幾何学の道具としての整備や応用
面の理解に比して、可換環論的な性質や構造
の解明・理解はまだ十分に行われていない状
態だと考えられる。 
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２．研究の目的 
 
本研究の目的は、乗数イデアルのシチジー、
極小自由分解、ヒルベルト級数、重複度、局
所コホモロジ－の特性や構造を解明すること
によって、乗数イデアルを可換環論の立場か
らの理解することを目指すものである。特に、



 

 

Howaldの結果に基づく単項式イデアルの乗数
イデアルの構造解明、Lazarsfeld- Lee らの
結果を発展させた乗数イデアルのシチジーの
構造の解明、Hyry-中村-Ojala の結果を発展
させたRees環などのBlow-up代数との関連の
解明を目指し、それらを足がかりにして、よ
り深い乗数イデアルの構造理論を追究する。 
 
 
３．研究の方法 
 
基本的には個人研究であるが、毎年開催され
る可換環論シンポジウムやアフィン代数幾
何学研究集会、日本大学文理学部にて、ほぼ
毎月１度の割合で開催される特異点理論月
曜セミナー、単発的に開催される国際シンポ
ジウムなどに積極的に参加し、関連分野の最
新の研究動向の把握に努めたり、研究の途中
結果を口頭発表して専門家から意見を求め
るといったことも行った。 
 
乗数イデアル理論は消滅定理や密着閉包理
論における対応物といったものを通して、小
平型消滅定理や密着閉包理論と関連が深い。
我々はこれまでに密着閉包理論における孤
立Ｆ有理特異点の局所コホモロジーの非消
滅定理を得ていたので、その理論を発展させ
る目的で小平消滅定理の反例として有名なM. 
Raynaudの偏極曲面(X, L)に注目した。
K.E.Smith とC. Hunekeの切片環による小平
消滅定理の局所コホモロジーによる解釈
[13]を使えば、両者は関連づけられるからで
ある。 
 
Raynaudの反例やその周辺の問題は、１９８
０年前後 D. Mumford[15.16], L. Szpiro 
[19,20], P.Russel [18], 丹後弘志[25,26]、
向井茂[14]、その他の研究者らによって精力
的に研究されており、現在でも武田好史
[21,22,23,24]らによって深い研究が行われ
ている。我々は代数幾何学の標準的な議論の
スタイルやテクニックについて詳しくなか
ったため、適当な教科書で代数幾何学の基礎
を学び直しながらこれらの先行研究を調査
し、切片環との関連を検討した。 
 
また、代数幾何学の勉強と Raynaud の反例の
検討に思いのほか時間を取られることにな
り、乗数イデアルのイデアル論的性質の研究
の方にはあまり手が回らなかった。 
 
また、当初の研究計画では組合せ論的可換環
論との関連も視野に入れていた。ここでは単
項式イデアルが考察の中心になるが、単項式
イデアルの局所コホモロジーの消滅次数に
ついては、既に小平型消滅定理が成り立つこ
とが知られているため、コホモロジーの挙動

は比較的単純であるとも考えられる。このよ
うな観点から、本研究においては小平型消滅
が成り立たない場合に重点を置いて考察す
ることにし、より代数幾何学的な例の検討に
力を入れることにした。 
 
以上の研究活動において、代数幾何学の基礎
を学ぶ上でも、研究集会やシンポジウムなど
による多くの研究者との交流は大変有益で
あったし、さらに、多くの書籍や資料の購入
も必要であり、科研費の大半は出張旅費と書
籍・資料の購入費用として執行した。 
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４．研究成果 
 
丹後-Raynaud曲線Cとその上の丹後構造と呼
ばれる豊富な因子 Dが与えられたとき、それ
から構成される C上の線織面 Pは、フロベニ
ウス写像によって、その∞切断 Eと交わらな
い曲線 G を含みむことがわかり、G は C の次
数 pの純非分離的被覆になっている。 
 
そこで E+G で分岐する巡回被覆 X と、D と E
から適当な方法で構成される豊富因子Lの組
(X,L)が小平消滅定理の反例を与える。すな
わち、H^1(X, L^{-1})が自明にならない。
Raynaud の反例では、巡回被覆は体の標数が
p=2 の場合は３次、それ以外は２次の被覆を
考えていた。しかし適当な条件の下で、それ
以外の次数の被覆を考えることができる。 
 
巡回被覆を取る際正規化を許せばこの次数
はかなり自由にとることができる。しかし、
正規化を行うとコホモロジーの計算が難し
くなるため、特に H^i(X, L^n)の n を色々変

えて計算したい場合には正規化を避けるこ
とが望ましい。そこで我々は巡回被覆の次数
に一定の条件をつけた。 
 
我々は次の結果を得た： 
 
１． H^2(X, L^n)を、線織面 P 上の直線束の

コホモロジーで書き表す公式。 
２． １．の公式の応用として、H^2(X, L^n)

の消滅定理。特に、n が p(p+1)以上なら
ば、コホモロジーが自明になること。 

３． n が非負整数の場合、H^1(X, L^n)を曲線
C 上のベクトルバンドルのコホモロジー
と線織面P上の直線束のコホモロジーで
書き表す公式。 

４． n が負の整数の場合、H^1(X, L^n)を曲線
C 上のベクトルバンドルのコホモロジー
で書き表す公式。 

５． ４．の応用として、nが負の整数の場合、
H^1(X, L^n)が非自明になる範囲の、巡
回被覆の次数による評価。 

６． H^0(X, L^n)を曲線 C 上のベクトルバン
ドルのコホモロジーで書き表す公式。 

７． その応用として H^0(X, L^n)が非自明に
なる nの上限の評価。 

 
以上の結果は、偏極曲面の構成については
Raynaud のオリジナルな方法や、向井茂によ
る拡張などを参考にし、また、コホモロジー 
の計算については、Leray のスペクトル系列、
線織面の理論、射影バンドルの理論といった
代数幾何学の基本的な道具を駆使した。 
 
また、上の結果においては基本的に Raynaud
が構成した反例の自明な拡張で考えている。
より正確に言えば、偏極 Lは Munford-Szpiro
型と呼ばれるものである。しかし Raynaud の
方法を詳しく調べてみると、それ以外の偏極
でも上記と同様の議論ができることを発見
した。すなわち、こ上記の L を作るときに、
因子のＥやＤを何倍かしたものを使うのだ
が、この倍数が、かなり自由にとれることが
わかった。 
 
また、ここで得られた結果は切片環の理論を
経由して、次数付可換環の局所コホモロジー
の消滅次数の結果として読み替えることが
できるが、偏極が十分豊富ではないため、可
換環論の結果としてはやや不十分であると
言わざるを得ず、今後の課題を残す結果とな
った。 
 
 
 
 
 
 



 

 

５．主な発表論文等 
（研究代表者、研究分担者及び連携研究者に
は下線） 
 
〔雑誌論文〕（計 0件） 
〔学会発表〕（計 0件） 
〔図書〕（計 0件） 
〔産業財産権〕 
○出願状況（計 0件） 
○取得状況（計 0件） 
〔その他〕 
Yukihide Takayama,  
On non-vanishing of cohomologies of 
generalized Raynaud polarized 
surfaces, arXiv.math.AG:0805.0524 
Version4, 6. January 2009 
 
６．研究組織 
(1)研究代表者 
高山 幸秀（TAKAYAMA YUKIHIDE） 
立命館大学・理工学部・教授 
研究者番号：20247810 
 

(2)研究分担者 
なし 
 
 (3)連携研究者 
なし 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 


