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研究成果の概要（和文）：有限ポストニコフ空間から有限複体への写像空間が可縮であることを

示した。この結果から、ホモトピー群とホモロジー群のいずれかはある次元以上で 0になるこ

とはないことが示される。特にホモロジー群に自由成分のない有限複体のホモトピー群はある

次元以上で 0になることはないという Serre の予想が示された。 

 
研究成果の概要（英文）：It is shown that a based mapping space from a finite Postnikov 
space to a finite complex is contractible. This implies that either homology groups or 
homotopy groups is not bounded up to certain dimension. In particular the Serre conjecture, 
homotopy groups of a finite complex with torsion homology is not bounded, is proved. 
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１．研究開始当初の背景 
近年、安定ホモトピー圏の精密な基礎付けが
なされ、安定ホモトピー圏において環や加群
が （up to homotopy ではなく）rigid な意
味で定義でき、安定ホモトピー圏においても
Grothendieck 流の代数幾何学が展開できる
ことが、M.Hopkins を中心とするグループに
よって明らかになってきた。これにより、
種々のスペクトラムや、従ってコホモロジー

論の構成や性質の解明が明確になってきた。
例えばスペクトラムのガロア拡大の概念や
ガロア群作用が rigid に定義される。これ
を用いて KO 理論が K 理論からガロア不変
な理論として得られたように、Morava K-理
論たちのガロア不変な理論として種々のペ
リオドのコホモロジー論が構成された。最近、
このような理論を用いて M.Hopkins たちは
懸案であった Arf 不変量問題を解決した。
ちょうどこれは、Hopf 不変量問題が KO 理論
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によって解かれたのと軌を一にしており、現
代流の安定ホモトピー論の有効性を示して
いるものである。 
 
 
２．研究の目的 
代数的トポロジーでは複素コボルディズム
あるいはその局所理論である BP-理論による
安定ホモトピー論の研究が主流であるが、複
素コボルディズム環のアフィンスキームに
対応する一般コホモロジー論の研究の中か
ら最も重要な研究課題として楕円コホモロ
ジー論および Morava K-理論が見い出されて
きた。これらはホモトピー論への応用もさる
ことながら、代数幾何学、整数論あるいは数
理物理学と代数的トポロジーの関係を考え
るときその鍵となるものでありこれまでに
も多くの知見が得られている。高さ n の
Morava K-理論は、局所環上の高さ n の形式
群の Lubin-Tate 変形理論を用いて定義さ
れる。 

位相幾何において重要な結果は、例えば古
典的な de Rham 理論と特異コホモロジー論
のようなそれぞれ別個に定義されるものの
密接な関係である。しかしながらこれまでの
ところ、背景で述べたような安定ホモトピー
圏の代数幾何学的展開や手法が適用される
のは、ホモトピー論独自のものではなく、実
質的には複素コボルディズム理論という多
様体の幾何学的対象である。このギャップを
埋めるものとして当該研究者が注目したの
は、代数的 K 理論である。これはホモトピー
論的あるいは組合せ論的に直接定義され、無
限ループ空間理論という強力な道具を用い
ることができる。例えば幾何学的 K 理論と有
限体の代数的 K 理論の密接な関係が Quillen 
によって知られている。複素コボルディズム
理論から誘導される、他の重要な理論である
楕円コホモロジー論は Witten の楕円種数を
コホモロジー論的に記述するため形式群を
用いて技巧的に定義されたものである。これ
もやはり、より自然な K 理論的構成が、理論
の本質的理解や深い応用に必須となってい
る。この問題について G. Segal はまず楕円
コホモロジーを空間の surface category か
らの関手として組合せ論的記述のプログラ
ムを提示した。K-理論が path categoryから
ベクトル空間の category への関手として記
述されるという古典的結果を、より高次の構
造（例えば共形構造）を持つ surface category
に拡張しようとするもので多くの研究がな
されている。 
本研究の目的は、上のような観点から代数的
K 理論の拡張を目指すものである。これには
２つの方向があると考える。ひとつは形式群
を用いるものである。通常の代数的 K 理論は、
与えられた環に対し、環上の線形群を用いる。
一方、完備な局所環とその上で定義された形
式群が与えられたとき、行列環は可換ではな
いが、可換な２つの行列に対し形式群による
積演算が定義される。このとき可逆な行列た
ちは群ではないが、Segal のΓ 集合となり、
従って単体集合として分類空間が定義され
る。この分類空間たちから Quillen と同様
に K 理論を構成することができる。このよう
な K 理論の基本的性質の解明が第１の研究
課題である。 
第２に考えるのは高次元の圏、いわゆる

n-categoryの理論である。通常の代数的 K 理

論は、環上の加群の圏に基づいて定義される。
この圏の分類空間は、線形群の分類空間であ
り高次のホモトピー群のないいわゆる K(π、
1) 空間である。代数的 K 理論のこのような
構成は、形式的には高次元の圏に容易に拡張
できる。Kaplanov-Voevodsky は n-category
特に離散的な n-亜群の定式化を行ない、その
ホモトピー圏は nより大きな次元のホモトピ
ー群を持たない空間のホモトピー圏と同値
であることを示した。従って高次元の圏に基
づく K 理論は、K(π、1) 空間より豊富な情
報を持っていると考えられる。このような方
向の研究としては、具体的な高次元の圏、例
えば 2-ベクトル空間、つまり通常のベクトル
空間の圏を ring category とみなしたとき、
module category たちの圏について細部まで
調べることが出発点となる。 
 
 
３．研究の方法 
有限ポストニコフ空間の研究については、シ
ンガポール大学の J.Berrick教授とシンガポ
ール大学に出張し、あるいは電子メール等で
意見を交換し共同研究を行なった。また連携
研究者の名古屋工業大学の南範彦教授、岡山
大学の鳥居猛准教授とは安定ホモトピー圏
の最新理論の応用など討論し研究を進めた。 
 
 
４．研究成果 
研究目的で述べたように高次元のカテゴ

リー、特に高次元の亜群の分類空間はある所
より大きな次元で 0 でないホモトピー群を
持たない空間である。1 次元の場合、つまり
離散群の場合は、G が局所有限群、X が有限
複体のとき、分類空間 BGから X への写像空
間が可縮であるという Sullivan 予想に関
する H.Miller の定理が知られている。これ
に関し、シンガポール国立大学の J.Berrick 
教授と共同研究を行ない次の結果を得た。W 
を有限ポストニコフ空間、つまりある所より
大きな次元で 0 でないホモトピー群を持た
ない空間とし、X は有限複体とする。W の基
本群が局所有限であれば、 W から X への写
像空間は可縮である。証明は概略次のように
行う。W のような空間は、Eilenberg-MacLane 
空間をファイバーとする主ファイバー空間
の有限列として得られるが、これを位相群の
ある種の中心列の分類空間とみなすことが
できる。位相群の短完全列に対し、同変写像
空間のファイバー列が得られる。これは 
Miller が離散群の場合に示した結果の拡張
である。従って一般の W に関する結果は 
Eilenberg-MacLane 空間の場合に帰着され
るが、Eilenberg-MacLane 空間のカテゴリカ
ルな構成から、さらに K(π、1) 空間の場合
に帰着されるが、これは Miller の結果に他
ならない。 
この結果は、上のような有限ポストニコフ空
間と、有限複体、つまりある所より大きな次
元のホモロジー群を持たない空間とのある
種の相反性を意味するものと考えられる。云
い換えるとホモロジー群の有限次元性と、ホ
モトピー群の有限次元性は両立しないこと
を意味しるが、これは空間の n 連結性がホ
モロジーとホモトピーで同値であることと



 

 

比べ興味深い現象と思われる。一方、
Kan-Thurston の定理から，任意の空間 X は 
K(π、1) 空間のホモロジー型を持ち、K(π、
1) 空間の＋構成として得られる。つまり任
意の空間 X のホモロジーはある種の群のホ
モロジーとして実現される。我々の定理から 
X が有限複体であれば、そのような群は十分
大きな群でなければならないことがわかる。
さらに空間 X から Y への写像が、ある所よ
り大きな次元のホモトピー群の同型を導く
のはどのような場合かを調べ、そのような写
像たちによる局所化の性質を解明した。 
次に安定ホモトピー群についても同様の結
果が成り立つことを証明した。 W を有限ポ
ストニコフスペクトラム、つまりある次元内
にだけ 0 でない安定ホモトピー群を持つス
ペクトラムとし、X は有限スペクトラムとす
る。このとき W から X への安定写像の安定
ホモトピー類は 0 である。これは Adams ス
ペクトル列を用いて示すのであるが、そのと
き Steenrod 代数が Frobenius 代数である、
つまりそれ自身 injective であることが 
point である。これは当該研究者によって得
られていた、Steenrod 代数がある種の群の
群環の完備化であることから証明される。従
って上の結果が W が Eilenberg-MacLane 
スペクトラムの場合がまず示され、一般の場
合も完全列の議論から示される。 
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