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研究成果の概要（和文）：有界でない距離空間の大域的な位相的・幾何的性質で重要な

asympototic 次元、それと関係があると思われる写像のカラーリング、さらに、距離に依存す

るコンパクト化として Higson・Smirnov コンパクト化の剰余の位相的性質について研究を行っ

た。主結果として、２次元ユークリッド空間に同相な CAT(0)空間の asymptotic 次元は２であ

ることが得られた。これは「すべての CAT(0)群の asymptotic 次元は有限か?」の問題の解決の

最初の一歩となる。 
 
研究成果の概要（英文）：We investigate coarse geometric properties of unbounded metric 
spaces that contains asymptotic dimension, colorings for maps, and topological properties 
of remainders of Higson and Smirnov compactifications. We prove that all proper CAT(0) 
spaces that are homeomorphic to the plane have asymptotic 2-dimension. This result is 
the first one step of the solution of a question “ Does every CAT(0) group have finite 
asymptotic dimension?”. 
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１．研究開始当初の背景 
 離散群の研究、基本群に関連する多様体の

不変量の研究においての基本的な道具であ

る Gromov が主に提案した大域的なトポロジ

ー、すなわち Coarse 幾何学の研究と、色々

な問題の解決のための道具として使用され

る距離に依存するコンパクト化の研究は、幾

何学的トポロジーあるいは幾何学的群論に
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おいても現在も重要な位置を占めている。

Coarse 幾何学のなかで特に重要な不変量と

して定義された asymptotic 次元は、多くの

数 学 者 が 研 究 し て い る Novikov 予 想 と

Gromov-Lawson 予想との深い関連がある。つ

まり、asymptotic 次元が有限ならば上述の２

つの予想が肯定的だと示されているので、

asymptotic 次元を決定することが重要であ

る。特に、asymptotic 次元が有限である幾何

的な十分条件を探すことが最重要である。ま

た、asymptotic 次元は Higson コンパクト化

の剰余の被覆次元と密な関連があることと、

Higsonコンパクト化とSmirnovコンパクト化

は類似していることから、Higson コンパクト

化と Smirnov コンパクト化を調べることも重

要だと思われる。 

 

 
２．研究の目的 
 研究開始当初の背景で述べたことから、
asymptotic 次元の決定と asymptotic 次元が
有限であるための十分条件を見つけること
が重要である。そこで注目したのが、研究分
担者である友安氏との共著の論文において
研究した coarsely uniformly connected と
い う 性 質 で あ る 。 coarsely uniformly 
connected は Coarse 同値な性質であり、 
現在、低次元における coarsely uniformly 
connectedユークリッド空間のasymptotic次
元を決定した結果は見つかっていない。さら
に、Higson コンパクト化の剰余の被覆次元が
無限もしくはそのユークリッド空間の次元
を越えるものは見つかっていない。このこと
から、 coarsely uniformly connected なユ
ークリッド空間の asymptotic 次元と Higson
コンパクト化の剰余の次元を調べることが
本研究の独創的な部分になる。低次元空間に
おいて以下のことを目的とする。 
 
(１) coarsely uniformly connected n 次元
ユークリッド空間の asymptotic 次元は n 次
元以下になることを明らかにする。 
① coarsely uniformly connected n 次元ユ
ークリッド空間の Higson コンパクト化の剰
余の次元は n 次元以下になることを明らかに
する。 
② uniformly locally connected n 次元ユー
クリッド空間の Smirnov コンパクト化の剰
余の次元は n 次元以下になることを明らかに
する。 
 
(２) 無限 asymptotic 次元 をもち Higson 
コンパクト化の剰余の次元が有限である距
離空間を構成する。 
 
(３) coarsely uniformly connected n 次元

ユークリッド空間の Higson コンパクト化の
剰余と Stone-Cech コンパクト化の剰余は同
相にならないことを明らかにする。 
① Stone-Cech コンパクト化、Higson コンパ
クト化あるいは Smirnov コンパクト化の剰余
のそれぞれ異なるトポロジー的性質（特徴）
を明らかにする。 
② Higson コンパクト化あるいは Smirnov コ
ンパクト化の剰余のシェイプによる分類を
し、同相でないこと明らかにする。 
 
 
３．研究の方法 
 ２人の研究分担者あるいは宇都宮大学の
保坂氏と直接会って本研究について共同研
究を行うことを主とするが、メール・電話等
を使用しても情報等を共有し研究を押し進
めた。特に、メールにおいて，共同研究を行
う場合は絵を描いて説明することが多々あ
り、そのためスキャナーを利用し絵をメール
で送ってやりとりをした。また、得られた研
究成果を毎年 RIMS 研究集会において発表し
た。 
 
(１) 研究分担者の友安氏は Stone-Cech コ
ンパクト化、Higson コンパクト化あるいは
Smirnov コンパクト化に関して一般的なトポ
ロジーの性質の研究の国内における先進的
な研究者であるので、コンパクト化に関して
メール等で綿密に連絡を取り合い、あるいは
直接あって共同研究を行った。 
 
(２) 研究分担者の小山氏は次元論あるいは
シェイプ理論の研究おいて国内で先進的な
研究者である。よって、小山氏と次元論に関
してメール等で綿密に連絡を取り合い、ある
いは直接あって共同研究を行った。また海外
からの Coarse 幾何学の情報を積極的に収集
し、本研究に活用してきた。 
 
(３) 宇都宮大学の保坂氏は幾何学的群論に
よる無限 Coxeter 群の研究おいて国内で先進
的な研究者であるので、幾何学的群論の立場
から研究を行うことにおいてメール等で綿
密に連絡を取り合い、あるいは直接あって共
同研究を行った。また幾何学的群論の情報を
積極的に収集し、本研究に活用してきた。 
 
 
４．研究成果 
(１) 研究目的(１)について、１次元、つま

り coarsely uniformly connected 半直線 X

について研究し、X の asymptotic 次元は１

であることを示した（発表論文⑧）。さらに、

X の Higson コ ン パ ク ト 化 の 剰 余 は

indecomposable 連続体であること示した。

次 に ２ 次 元 以 上 の coarsely uniformly 



 

 

connected ユークリッド空間に同相な空間 Y

について研究した。まず Y の Higson コンパ

クト化の剰余は unicoherent 連続体である

こと示した。次に具体的に Y の次元以下の

asymptotic 次 元 を も つ よ う に coarsely 

uniformly connected な距離を構成した。し

かし、Y の次元より大きい有限 asymptotic 次

元をもつように Y の coarsely uniformly 

connected な距離を構成できるかは知られて

いない。 

 通常の距離を持つ上半平面と平面の Higson

あるいは Smirnov コンパクト化の剰余は同相

でないことを示した。しかし、Higson コン

パクト化の剰余と Stone-Cech コンパクト化

の剰余が同相かどうかは未だに知られてい

ない。 

 

(２) coarsely uniformly connected な２次

元ユークリッド空間に同相な距離空間つい

て研究し、特に２次元ユークリッド空間に同

相な CAT(0)空間ついて調べた。CAT(0)空間は

coarsely uniformly connected であり、幾何

学的群論と深い関係がある。幾何学的群論の

主要な問題が 

WEB : http://aimath.org/pggt 

に載っているが、その内の中心的な問題とし

て「すべての CAT(0)群の asymptotic 次元は

有限か?」がある。CAT(0)多様体は可縮なの

で、このような空間の代表的な例はユークリ

ッド空間に同相な空間が考えられる。このこ

とをふまえると、問題「n 次元ユークリッド

空間に同相な CAT(0)空間の asymptotic 次元

は有限か?」が考えられる。上述の２つの問

題より、最初に２次元ユークリッド空間に同

相な CAT(0)空間を調べることは重要である。

発表論文①において、平面に同相な CAT(0)

空間の asymptotic 次元は２であることを示

した。つまり、２次元においてはその空間の

次元を越えないことがわかった。さらに、こ

の理想境界はサークルであることを示した。

これは上述の問題の解決の最初の１歩とな

る。 

 

(３) 写像のカラーリングはコンパクト化の

剰余の固定点と深い関係がある。連結な空間

はある連結なグラフと同じ asymptotic 次元

を持つことが知られている。特に有限生成群

のCayleyグラフのasymptotic 次元を調べる

ことは幾何学的群論においても重要な位置

をしめている。つまり、グラフ上の同相写像

のカラーリング数を調べることは重要だと

考える。発表論文⑤において、有限グラフ上

の不動点を持たない同相写像について調べ、

その同相写像の周期達の最大公約数が１あ

るいは３でなければ、その同相写像のカラー

リング数は３であることを示した。発表論文

③において、周期点があるグラフ上の不動点

を持たない同相写像について調べ、その同相

写像の周期達の最大公約数が１あるいは３

であるとき、その同相写像のカラーリング数

は４であることを示した。つまり、有限グラ

フ上の不動点を持たない同相写像において、

カラーリング数は４であることとその同相

写像の周期達の最大公約数が１あるいは３

であることは同値であることが分かる。 

 

(４) Higson コンパクト化に類似したコンパ

クト化として Smirnov コンパクト化がある。

Smirnov コンパクト化を調べることによって

Higson コンパクト化の解明に繋がり、さらに

は asymptotic 次元に繋がってく。一様局所

連結な半直線 X について研究し、X の Smirnov

コンパクト化の剰余の被覆次元は１である

ことを示した。さらに、X の Smirnov コンパ

クト化の剰余は indecomposable 連続体であ

ること示した。次に２次元以上の一様連結な

ユークリッド空間に同相な空間 Y について研

究し、具体的に Y の次元以下の Smirnov コン

パクト化の剰余の被覆次元をもつように一

様連結な距離を構成した。しかし、Y の次元

より大きい Smirnov コンパクト化の剰余被覆

次元をもつように Y の一様連結な距離を構成

できるかは知られていない。上述の結果はす

べて研究成果（１）の結果を導きだすきっか

けとなった。上述の結果は現在投稿中である。 

 

(５) 幾何学的群論において、Gromov が提案

した理想境界は豊富な情報を含んでおり、大

多くの研究者が理想境界の位相的性質を解

明してきた。すべての連続体はある CAT(0)

空間の理想境界として実現できることが知

られているが、通常 CAT(0)空間の理想境界は

複雑な連続体が構成される。このことから複

雑な連続体を調べることが asymptotic 次元

の解明にも繋がっていくと考えられる。複雑

な連続体として対称積がよく知られている

が、発表論文②において、サークルの対称積

について調べ、奇数次元のサークルの対称積

は同じ次元の球面と同じホモトピー型をも

つことを示し、さらに偶数次元のサークルの

対称積はその次元より一つ下の次元の球面

と同じホモトピー型をもつことを示した。さ

らに、上述の３次元でない対称積は多様体に

ならないことを示した。つまり、発表論文②

においてサークルの対称積はほとんど解明

できた。 

http://aimath.org/pggt
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