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研究成果の概要（和文）： 競争関係にある２種の個体群密度の動態を記述する密度依存型の拡

散項をもつ反応拡散系（２種競争系）を扱い，生物の住処をある球の内部としたときの球対称

定常解の解構造を調べた．定数定常解のまわりでの局所的な解構造は，第１種ベッセル関数を

用いたある積分値の符号によって決定することができる．本研究では，数学的手法と数値的検

証法により，住処の次元が 3 以下の場合にその符号を調べた．得られた研究成果は，２種競争

系だけでなく，一般の反応拡散系における定数定常解のまわりでの局所的な解構造においても

有効である． 

研究成果の概要（英文）： We consider a competition-diffusion system with the 

density-dependent diffusion, which describes the dynamics of the population density for 

a two competing species community, and we study the bifurcation structure of radially 

symmetric stationary solutions of the system for the case where the habitat of the 

community is the inside of a certain ball. At this time, the local bifurcation structure 

around the constant stationary solution can be determined by the value of the integral 

whose integrand is the cubic of the Bessel function of the first kind with the positive 

weight function. In this research, when the dimension of the habitat is not bigger than 

3, we determine the sign of the value of the integral by employing the mathematical method 

and the numerical verification method. The result of this research is applicable for 

determining the local bifurcation structure around the constant stationary solution to 

not only the competition-diffusion system but also the reaction-diffusion system. 
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１．研究開始当初の背景 
 重定・川崎・寺本(1979)によって提出され
た競争関係にある２種の個体群密度の動態
を記述する反応拡散系（以下では，２種競争
系という） 
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を用いて，定常解や周期解などの解構造を調
べることにより，生物の共存メカニズムを理
解しようとしている．ここで，変数 u ， vは
個体群密度を意味するので，各 ( , )t x に対して

( , ) 0u t x  ， ( , ) 0v t x  をみたす正値解に着目
する．パラメータ，は非負定数であり，
その他のパラメータは正定数である．２種の
住処 は滑らかな境界 をもつ Rl の有界
領域であり， は における外向き単位法
線ベクトルである． 
 変数変換 (1 )w v u   ， (1 )z u v  は第１
象限からそれ自身への全単射であることに
注意すると，この変換により，２種競争系は 
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の形に書き直すことができる． 0  または
0  のときには 12 0  または 21 0  とな

り，２種競争系は通常の反応拡散系（ 12 0  ，

21 0  ）よりも強いカップリングをしてお
り，生物学的だけでなく，数学的な観点から
も興味深い方程式である．また， 0    の
場合（以下では，古典的な２種競争系という），
ある順序関係に関して比較定理が成り立つ
ことが知られている．したがって，パラメー
タ，により，比較定理が成り立つ反応拡
散系から，一般の反応拡散系へと変換できる
ことに注意したい． 
 単独の反応拡散方程式の場合には，比較定
理やエネルギー関数などを用い，定常解の存
在・安定性を調べることにより，大域的アト
ラクタを決定することができる．このことは，
時刻 t に関する解の詳細な漸近挙動を理解す
るという観点から，２種競争系の定常解や周
期解を含む解構造を調べることは非常に重
要な問題であることを示唆している． 

 ２種競争系は多くの研究者によって盛ん
に研究されてきている．研究代表者によるこ
れまでの研究で， を有界区間とした古典的
な２種競争系については，定常解の解構造が
ほぼ解明されている．つまり，パラメータ，
に関する２種競争系の解構造を考える場合，
その出発点である古典的な２種競争系の解
構造がほぼ分かっていることに注意したい．
しかしながら，２種競争系に対して，現在適
切な解決方法が見つかっていないために，定
常解の存在・安定性，解構造などに関して多
くの未解決問題が残されている． 
 

２．研究の目的 

 生物の共存メカニズムを理解する際には
安定な定常解や周期解の存在が重要な役割
を演じる．岸本・ワインバーガ(1985)の結果
から， が凸領域の場合には，古典的な２種
競争系の非定数定常解は不安定であること
が知られている．このことから，２種競争系
の非定数定常解は安定ではない場合がある
ことが予想されるため，パラメータがある値
のときに，定常解の存在を示しただけでは生
物の共存メカニズムを理解することは困難
である．しかしながら，パラメータに関する
解構造を調べることができれば，共存メカニ
ズムの理解が進むと思われる．また， が高
次元空間内の有界領域の場合には，単独の反
応拡散方程式であっても，時刻 t に関する解
の漸近挙動を数学的に調べるのは困難であ
るため，数値計算や数値的検証法などの数値
解析的な手法を十分に活用して，２種競争系
の解の時間大域的挙動を把握する必要があ
る．以上のことから，次のような目的を研究
開始当初に設定した． 

(1) 変数変換 (1 )w v u   ， (1 )z u v  によ
り，２種競争系の定常問題は一般の反応拡散
系のそれに変換されることを考慮して，最初
の段階として，古典的な２種競争系の非線形
項を一般化した反応拡散系の解構造を調べ
る． 

(2) 生物は２次元または３次元空間内で生
活を営んでいることを考慮して，生物の住処
がある球の内部である場合を考察する．この
とき，例えば解を球対称定常解に制限をした
最も単純な場合であっても，それらの空間的
な様相が特定できておらず，定常解の解構造
については未解決の部分が多い．したがって，
どのような解が存在し，その解がどのような
挙動を示すかを数学的にまたは数値的に調
べる． 

 



 

 

３．研究の方法 

 本研究では主に， を中心が原点，半径が
の球の内部とし，古典的な２種競争系の非
線形項を一般化した反応拡散系において球
対称正値定常解の解構造を考察した．実際に，

( , )Tw zw ， 
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の解構造を調べることにした．ここで， n は
実数値パラメータである．(SP)は 1n  の場合
には古典的な２種競争系， 2n  の場合にはギ
ンツブルグ・ランダウ方程式の定常問題に帰
着されることに注意したい． 
 問題(SP)の定数解として， (0,0) ， (1,0) ，
(0,1)および，max( , ) 1b c  またはmin( , ) 1b c 
のとき正値で一意的な ŵがある．最大値原理
より， 
(a) 1b c  または 1c b  のとき，(SP)は

正値解をもたない， 
(b) max( , ) 1b c  のとき，(SP)の正値解は ŵ

のみである， 
ことが示せる．つまり，min( , ) 1b c  のとき，
(SP)に非定数正値解が存在する可能性があ
る．したがって，min( , ) 1b c  の場合に， 1l
および 0  を連続パラメータとして(SP)の
解構造を考察した． 
 ノイマン境界条件のもとでの ( , )K  l の固有
値を 0{ ( )}k k l とし， ( , )k r l （ 0k  ）を固
有値 ( )k l に対する ( , )K  l の固有関数とする．
一般性を失うことなく，各 0k  に対して

1( ) ( )k k  l l ， (0, ) 1k l が成り立つこと
を仮定してよい．このとき， 1( ) 0 l であり，

( , )k r l は 1l のとき ( , ) cosk r k x l と，
1l のとき 
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と表現できる．ここで， ( )z はガンマ関数，
( )J z は第１種ベッセル関数である． 

1
0

( , , ) ( , )m
kk m r r dr

    ll l  

とおくと，上記の表現から，任意の 1k  ， 1l
に対して ( , , 2) 0k l が，任意の 1k  に対し
て (1, ,3) 0k  が成り立つ． 
 各 1 に対して， 

1 ˆdet( ( ) ( )) 0D  wf wl  

をみたす要素が正の 2 2 対角行列 D を任意

にとる． vおよび *v をそれぞれ連立方程式 

 1 ˆ( ) ( )D  wf w v 0l  

および 

 1 ˆ( ) ( ) *TD  wf w v 0l  

の非自明な解とする．ただし， TA は行列 A の
転置行列である．各 kNに対して， 
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とおき， 0  のとき 
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と表現される解を考え，それを(SP)に代入し
分岐理論を用いると 
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が得られる．ここで， 2 1 2( , )f w w は ˆw w に
おける ( )f w の２階微分から得られる双線形
写像である．したがって，定数解 ˆw w のま
わりでの解構造を決定するためには， 1l の
場合には ,1( ) 0k % l であるから ,2 ( )k% l の符号
を， 1l の場合には ( , ,3)k l の符号を調べる
必要がある．本研究では主に， ( , ,3)k l の符
号の解析に焦点を当て，その研究を行った． 

 

４．研究成果 

(1) ２種競争系の解構造に関する研究 

 この研究では，分岐理論や比較定理などの
数学的手法と，数値計算や数値的検証法など
の数値解析的手法を相互補完的に用い，パラ
メータ ， l および n に関する解構造を調べ
た． 
 生物の住処が区間（ 1l ）の場合には，
Mathematica の記号計算機能を用いて，

,2 ( )k% l を具体的に計算し，その計算結果に
Mathematica の区間演算機能を適用して， 
(a) 1l のときには， 1n  または 2n  なら

ば，すべての k N に対して ,2 (1) 0k % で
ある， 

ことを数値的に検証することができた．また，
1l の場合には， ( , ,3)k l を数値的に検証し

なければならない l の範囲を理論的に特定し
た後に， ( )J z のマクローリン展開を用い，

( , ,3)k l を理論的に下から評価し，その評価
式に Mathematicaの区間演算機能を適用して， 
(b) す べ て の 1 3 l ， k N に 対 し て

( , ,3) 0k l である， 
ことを数値的に検証することができた． 3l
のときの ( , ,3)k l の符号の検証については，
今後の研究課題として残されている． 

(2) 燃焼モデルの解の挙動に関する研究 

 圧縮性ナビア・ストークス方程式に対する



 

 

時間大域解の存在と，解の時間大域的挙動に
ついて研究を行った．特に，燃焼モデル方程
式に対する初期値境界値問題について研究
を行った．なお，この研究は研究開始当初に
は計画されていなかったものである． 
 平行平板間内において，温度変化を伴う圧
縮性反応気体の運動を記述する偏微分方程
式系に対して，初期値境界値問題を考察し，
定常解の一意存在，時間大域解の存在，定常
解への漸近，漸近の速さなどについて詳しく
解析を行った．その結果，化学反応強度を表
す式に現れる反応次数の総和が重要な指数
であることが明らかになった．実際に，反応
次数の総和をmとするとき，初期値に対する
適当な条件のもとで，次の結果が得られた． 
(a) 定常解は一意に存在する． 
(b) 0 2m  のとき，解は 1H ノルムで一様

に有界である． 
(c)(i) 0 1m  のとき，解は定常解へ 1H ノ

ルムで指数的に漸近する． 
(c)(ii) 1 2m  のとき，解は定常解へ 1H ノ

ルムで 1 2 ( 1)( )mO t  の速さで漸近する． 
なお，上記の結果は初期値の大きさには依存
しない．さらに，(c)(ii)の漸近オーダーの
改善を試みた．部分的な結果として，空間一
様な（時間のみに依存する）解は，時間無限
において 1 ( 1)( )mO t  の速さで 0 に漸近する
ことが示された．したがって，この解との差
を考察することにより，(c)(ii)の漸近の速
さの精密化が期待されるが，今後の研究課題
として残されている． 
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