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研究成果の概要：結晶や花の形はどのようにしてつくられるのか？私たちの身の回りのデザイ

ンはどのようにつくられているのか？生物は誕生以来どのように進化してきたのか？また大絶

滅が生じるのはなぜか？従来物理の理論をもちいて記述するのが通例であるが、これでは上に

のべた質問に対する答えはむずかしい。本研究では離散ラプラス作用素というものを平面格子

系上に導入し、0,1 の分布を与え離散ラプラス作用素のその時間変化を考えることによりこれ

らの現象を統一的に示すことができることを示す。 
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研究分野：数理系科学 
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１．研究開始当初の背景 また２次関数の反復力学系は数学に複雑系

あるいはカオスという言葉を導入し、人々に
新しい世界を教えてくれた。実際、所謂ロジ
スティック写像の反復力学系 

 よく知られている様にラプラス作用素は数
理物理学、複素関数論においては不可欠の作
用素であり、これなくして物理は語れない。
実際に波動方程式、或いは熱伝道方程式はラ
プラス作用素により記述される。このとき波
の源がホイゲンスの原理によりどのように
広がるか、あるいは熱源からの熱の湧き出し
がどのように広がるかその広がり方を記述
する。 
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は 485,3 a ではカオス力学系となる。 
本研究の動機はラプラス作用素を離散化し
て反復した力学系を考察するなら興味ある
世界が見出されるのではないかというもの
である。つまり次ぎの置き換え 
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 を考えることにより、離散ラプラス作用素の

反復力学系を考えることになる。  
  

 ２．研究の目的  
 本研究の目的は平面に格子系を考え、湧き

出し点を設定して反復力学系を考えること
によりその数学的構造及びどのような現象
がこの力学系により実現されるかを考える
ことである。 

実際に様々な予想が成され、これを数学的に
証明する。また、実現される現象を考察する
ことにより現象の解析を行う。 
 
４．研究成果  

３．研究の方法 成果は(１)数理理論と(２)シミュレーシ
ョンとに分かれる。 平面格子を考えこの格子点に 0,1の分布を

考え、これに対して離散ラプラス作用素を次
のように定める。まず近傍の概念を定める。
一つの格子点に着目する。これを囲む８つの
格子点の幾つかを取りこれを近傍と呼ぶ。幾
つか重要な近傍を述べる。 

(１)数理理論 
我々の力学系の振る舞いは極めて多様で

あり現在得られている結果は極めて限られ
ている。数理理論を述べるにあたり幾つか基
本的な用語を用意する。力学系が安定である
とはあるステップ数で状態が不変になるこ
ととする。正確に述べると次のようになる： 
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また、ある状態が繰り返しあらわれるとき、 
 この力学系を周期的という。数学的に述べる 

この近傍のひとつを定めると離散ラプラス
作用を次のように定める： 

と次のようになる： 
)(.., NkfftsNln klnn  




 
このとき l を周期という。  

 
 

 


pp UqU pfqfpf ))()(()( コンピュータ・シミュレーションによる実
験をおこなうと、近傍の個数が偶数であり、
湧き出しが１点の場合にはある一定のステ
ップ数で安定状態になり、奇数の近傍のとき
周期的になることが予想される。次のことが
数学的に示される。 

ここで )は０，１の分布を表し
pU は近

傍を表している。ここでは格子にはサイズを
用意して周期条件を課して考察する。我々は
次の反復力学系
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定理 
,...)2,1(}, 1   nfff nUnn{  サイズが のとき、Sierpinski 近傍ある

いは Neuman 近傍の場合湧き出しが一点から
なるとき安定的になる。 

k2

を考える。湧き出し点を一点とし、近傍をム
ーア近傍としたとき、次のような分布を得る。  

Sierpinski 近傍のとき次の考察からこの定

理が正しいことが理解される。 

る： 
 
 

  
これを見るだけでもデザイン等の生成に寄
与できるものと期待させる。 

次にソフトウエアの設定について述べる。 
ソフトウエアは JAVA を用いる。平面に格子
を実現し、湧き出しを設定して上記の離散ラ
プラス作用素の反復力学系を走らせシミュ
レーションする。近傍及び湧き出しは変更で
きるようにし０，１の分布を EXCEL で表示し
て観察する。 
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(２)シミュレーション 
ここでは幾つかその例を分野により分け

て述べる。自己組織化の例として水の結晶の
再現を与える。次に進化モデルとして古生物
の進化、および銀河の生成を考える。最後に
デザインの生成を行う。 
① 水の結晶 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

これらは近傍として Hexiagon 近傍をとり 
湧き出しを一点にしたものである。第一の例
は驚くべき一致と言えるであろう。 
② 古生物の進化 
よく知られているように、カンブリア紀に

多様な生物を作り出され進化競争を行って
いる。その後セシル紀、オルドビス紀の絶滅
を経てペルモ紀の大絶滅においてはあるも
のは生存し７０パーセントの種はこのとき
絶滅したといわれている。理由は定かではな
いが離散ラプラス作用素の反復力学系はよ
くその種数の時代変化を記述する。この例を
述べる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

上図は棘皮動物の進化を個体数で見たも
のである。中間にある Pはペルモ紀をあらわ
し確かに絶滅が見て取れる。下図は湧き出し
を一点としたときのムーア近傍により単純

にシミュレートしたものである。この類似性
はどこから来るのかは解明されなくてはな
らないと思われる。 
③ 銀河の生成 
ビッグ・バンが生じて宇宙は膨張を続け僅

かなゆらぎが生じて現在の銀河の分布が出
来たと言われている。下図上図はその分布を
一つの方向を指定して観測した際に得られ
る銀河の分布であり下図は奇数の近傍をと
り湧き出しを一点としてシュミレートした
ものである。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
上下で方向を逆転して鏡像としてみると、

ある一部分に注目するとその分布の特徴だ
けはよく捕らえているように見える。さらな
る考察が望まれる。 
④ デザインの生成 
最も成功しているのはデザインの生成で

ある。絨毯・レース・刺繍の多くのものが実
現される。これについては与えられたデザイ
ンの実現マニュアルも存在する。幾つか作例
を近傍の偶奇性により分けて与える。まず偶
近傍の例を述べる。 
（a）floral pattern (b)Diamond pattern 
 
 
 
 
 
 

 
 
(c)Mosaic pattern    (d)Bordered pattern 

 

 
 
 

  
 
 
 
 



 
(e)Crystal pattern    (f)Braid pattern 
 
 
 
 
 
 
 
 

つぎに奇近傍の例を述べる。 
(g)Stripe pattern    (h)Mosaic pattern 
 
 
 
 
 
 
 
 
(i)Check pattern  (j)Undulate pattern 
 
 
 
 
 
 
 
 
これらの幾つかの基本図形の生成を基盤に
して絨毯・刺繍・レースの模様あるいは日本
の伝統的な文様であるこぎん・小紋等の実現
が可能である。アラビア・ヨーロッパのデザ
インは偶近傍が多く、日本のデザインは奇近
傍で作られることが多いことに注意する。 
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