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研究成果の概要：実解析学だけでなく、偏微分方程式論、電気流動学などへの応用を念頭に、

ソボレフ関数を利用して、さまざまな関数空間におけるソボレフ型定理を発展させたり、楕円

型偏微分方程式を考察したりするポテンシャル論的研究を行った。例えば、変動指数をもつ関

数空間における極大関数の有界性を導き、その応用として、ソボレフの不等式や Trudinger 指

数積分不等式について新しい知見を得るなど、ソボレフの定理を発展させることができた。 
 
交付額 
                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 

２００７年度 1,900,000 570,000 2,470,000 

２００８年度 1,300,000 390,000 1,690,000 

年度    

年度    

  年度    

総 計 3,200,000 960,000 4,160,000 

 
 
研究分野：数物系科学 
科研費の分科・細目：数学・基礎解析学 
キーワード：ソボレフ関数、楕円型偏微分方程式 
 
１．研究開始当初の背景 

楕円型偏微分方程式の解について、存在 
と一意性、正則性などの解析的な性質を研
究する方法はいくつかあるが、ペロンの方
法に代表されるポテンシャル論的方法はそ
の有力なものの一つである。特に、楕円型
偏微分方程式の解の研究において、ソボレ
フ関数は非常に有用な道具となる。 

ソボレフ空間は古典的にはユークリッド
空間において定義されてきたが、一般の距
離空間上でのソボレフ関数の研究が、微分
幾何学やグラフ上の解析学などへの応用を
にらんで、フィンランド学派の数学者を中
心に精力的に進められており、今後さらな
る発展が期待されている。 

また、電気流動学や弾性学などへの応用
を念頭において、変動指数をもつ偏微分方

程式の考察とそのための関数空間の理論
が重要であることが知られている。例えば、
２つの電極板の間を複雑な動きをしなが
ら粒子が通過する現象を考えるとき、電場
の大きさに依存する変動指数をもつ偏微
分方程式が現れる。したがって、これを解
析するために変動指数をもつ関数空間の
研究が必要となる。変動指数をもつ関数空
間に関してはまだまだ知られていないこ
とが多く、今後この方向の研究がますます
重要になっていくものと考えられる。 
 
２．研究の目的 
(1) 電気流動学や弾性学などへの応用のた
めに、変動指数をもつ関数空間の重要性を明
らかにし、変動指数をもつソボレフ空間、O
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rlicz空間、Morrey空間などの関数空間にお
いてソボレフ型定理を発展させ、ソボレフ
関数の正則性を調べる。 
 
(2) 偏微分方程式論、多様体上の微分幾何学
やグラフ上の解析学などへの応用のために、
距離空間上においてソボレフ型定理を発展
させ、ソボレフ関数の正則性を調べる。 
 
(3) 自己相似集合に代表されるフラクタ
ル上のポテンシャル問題、特にフラクタル
境界をもつ領域におけるソボレフ関数の
境界挙動を調べる。 
 
(4) 非線形楕円型偏微分方程式の解の性質、
ペロン法による非線形ディリクレ問題を調
べる。 
 
３．研究の方法 
 平成１９年度は、研究代表者は、研究分担
者が研究打ち合わせを行えるよう日程の調
整をした。主として、Orlicz空間の解析をも
とに、変動指数をもつ Orlicz空間などの関数
空間におけるソボレフ型定理を発展させて
いく研究などを行った。変動指数をもつ関数
空間および距離空間上の関数空間に関する
研究（水田、二村）、フラクタル境界をもつ
領域の研究（相川）、非線形楕円型偏微分方
程式の解の研究（小野）を分担して行った。 

平成２０年度は、研究代表者が、研究分担
者が研究打ち合わせを行えるよう日程の調
整をした。主として、変動指数をもつ
Orlicz-Morrey 空間におけるソボレフ型定理
に関する研究やソボレフ関数の境界挙動に
関する研究などを行った。変動指数をもつ
Morrey 空間におけるソボレフ型定理に関す
る研究（水田、二村）、フラクタル境界をも
つ領域におけるソボレフ関数の境界挙動の
研究（相川）、非線形ディリクレ問題の研究
（小野）を分担して行った。 
 
４．研究成果 

（１）変動指数をもつMorrey空間において

Hardy-Littlewoodの極大関数の有界性を示

した。その応用として、Hedberg の方法を

用いることにより、ソボレフの不等式、

Trudinger 指数積分不等式に関する成果を

得た。変動指数をもつMorrey空間に属する

関数のリースポテンシャルの連続性につい

ても結果を得た。これらの研究から、ソボ

レフ空間だけでなく、Morrey空間の解析の

重要性を再認識するとともに、変動指数を

もつ Orlicz-Morrey 空間などにおいてもソ

ボレフ型定理を発展させられることが予想

される。 

 

（２）変動指数をもつ Orlicz 空間 Lp(・)(log 

L)q(・)において Hardy-Littlewood の極大関

数の有界性を示した。その応用として、

Hedberg の方法を用いることで、Lp(・)(log 

L)q(・)に属する関数のリースポテンシャルに

対するソボレフの不等式に関する成果を得

た。この場合において、ルベーグポイント

の 理 論 や Adams-Hurri-Syrjänen に よ

る ”vanishing exponential integrability” 

と呼ばれる積分平均に関する連続性につい

ても成果を得た。これらの研究から、ソボ

レフ空間だけでなく、Orlicz 空間の解析の

重要性を再認識するとともに、さらなる変

動指数をもつ Orlicz 空間におけるソボレフ

型定理の発展が期待される。 

 

（３）１に近づく変動指数をもつ Lp(x)空間に

おける極大関数の可積分性に関する Hästö

や二村－水田の研究に続き、より一般的な変

動指数をもつ Lp(x)空間における極大関数の可

積分性を調べた。変動指数はある領域上で１

に近づくので、結果は領域の形状や変動指数

が１に近づく速さに依存する。領域の形状を

Minkowski content の概念を用いて設定し，

変動指数 p(・)の条件を弱めることによる極

大関数の可積分性への影響を考察した。  

 

（４）変動指数をもつ関数空間における不等

式の研究を行い、最大値・最小値原理を満た

す連続関数である単調関数の境界挙動につ

いて調べた。特に、変動指数をもつソボレフ

空間に属する単調関数のリンデレーフ型定

理を与えた。 

 

（５）Morreyポテンシャルの Trudinger指

数積分不等式を示した Serrinの結果の拡張



として、Morrey 空間 L1,ν,βに属する関数の

リースポテンシャルに対する Trudinger 指

数積分不等式と連続性に関する結果を示し

た。 

 

（６）重調和関数は弾性学などの物理的問題

ばかりでなく、調和解析などでも重要である。 

穴あき単位球で定義された優重調和関数に

ついて、球面平均の振る舞いによって、リー

スポテンシャルと重調和関数の和として表

されることを示した。その応用として、原点

の除去可能性を論じた。 

 

（７）C1,1-領域と内部および外部球条件を満

たすことが同値であることを示し、Green関

数の比較を用いて C1,1-領域における境界

Harnack原理を証明した。任意の領域におい

て大域的な境界 Harnack 原理が成立するこ

とと、大域的な Carleson 評価が成立するこ

とが同値であることを示した。John 領域に

おいて調和測度が強ダブリングであること

と、領域が準一様であることが同値であるこ

とを示した。 

 

（８）距離空間上で p-Laplace方程式型の 2

階楕円型非線形偏微分方程式に対応する変

分式を考えたときの優解に相当する関数

（quasisuperminimizer）の収束、さらに、

いつ変分式に対する優調和関数が優解に相

当する関数になるかについて調べた。また、

左辺が p-Laplace作用素に低階項を加えたタ

イプで右辺に符号付 Radon 測度を含む 2 階

楕円型非線形偏微分方程式の解と優調和関

数の関係を示し、Wolff ポテンシャルによる

優調和関数の上からの各点評価を与えた。そ

の評価を使い、その方程式の解で entoropy 

condition を満足するものが一意に決まるこ

とを示した。 
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