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研究成果の概要（和文）：主に、物理学や工学に現れる弱い消散 (摩擦 )効果を伴う波動伝
播問題の数学的研究を、スペクトルと呼ばれる現象に固有な振動数に基づいて行った。
主な成果として次を得た。弱い消散効果がある媒質を伝播する音響波に関するスペクト
ル構造と時間経過に伴う波の挙動を決定した。電子を原子に入射した際の反射現象に
ついても同様の成果を得た。また、半空間を伝播する弾性波(例えば地震波)を遠方で観測
した際の波形の決定も行った。 
 
研究成果の概要（英文）：We mainly did a mathematical research on the wave propagation 
problem with a weak dissipative (frictional) effect of appearing to physics and engineering.  
The research was done by using a characteristic frequency of the phenomenon that is called 
a spectrum. We obtained the following as main results. Concerning acoustic wave 
propagation in media of weak dissipative effect, we decided the spectral structure and the 
behavior of waves of the passage of time. Similar results were obtained concerning the 
reflection phenomenon when electron is entered into atom. We also decided the shape of 
waves when elastic waves of a half space ( for example, seismic waves ) is observed at far. 
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１．研究開始当初の背景 

量子力学における吸収効果を伴うSchroedi
nger方程式を例にあげて説明する。この方程

式の生成作用素は、自己共役作用素の消散摂

動として生成されている。そして、このこと

から解として散乱解（時間発展に伴い、解が
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非摂動なSchroedinger方程式の解に漸近する

解）、束縛解（時間発展しても解が原点の近

傍に留まり続ける解）そして消散解（時間発

展に伴い解が零に漸近する解）の存在が予想

される。これらは、生成（消散）作用素の実

連続スペクトル、実固有値そして複素下半面

に現れる非実スペクトルの存在に対応して表

れる解と考えることができる。そして、方程

式の線形性から任意解は先に述べた解の重ね

合わせで記述されるのは自然なことである

(重ね合わせの原理)。しかしながら、この方

程式に限っても重ね合わせの原理の成立を示

した完全な結果はない状況であった。一方、

自己共役作用素を生成作用素とする発展

方程式(以下、自己共役系と記す)に対しては

重ね合わせに原理に関する研究は進んでいる。

その理由としては、自己共役作用素に対する

抽象的なスペクトル分解定理が整備されてい

ることから、それに基づいた抽象的かつ適用

範囲の広い解析方法が開発されていることが

挙げられる。一方、消散作用素のような非自

己共役作用素については、抽象的なスペクト

ル分解定理が未整備であることから、重ね合

わせの原理に関する研究は進んでいるとは言

いがたい状況にある。 

 
２．研究の目的 
本研究は、Hilbert空間における消散作用素

のスペクトル構造の解析とそれらが生成する

発展方程式（以下、消散系と記す）の任意解

に対する重ね合わせの原理の証明を目的とし

ている。 そして、これらから散乱解、束縛解、

消散解に時間発展する初期データの必要十分

条件を生成作用素のスペクトル構造に基づい

て与える。特に次を主な研究対象とする： 

(1)以下の消散系①～③に対して上記問題の

解決を目指す。 

①非有界領域における消散境界条件付の波

動方程式 

②吸収効果を伴うSchroedinger方程式 

③全空間における消散項付波動方程式 

(2)上記の具体例に対する研究経験から消散

（非自己共役）作用素の抽象的なスペクトル

分解定理に関する研究・考察を行う。 
 
３．研究の方法 
(1)重ね合わせの原理の証明については次の
①～③の手順で行う。 
①消散作用素のスペクトル構造の解析： 

レゾルベントの存在、非存在によって解析・

する。なお、数学的散乱理論が適用可能な場

合は散乱解の存在を示すことによって連続

スペクトルを解析することが有効かつ必要

不可欠である。なお、この証明には以下の２

つの方法を主に用いる。１つはレゾルベ

ント評価に基づく方法である。具体的に

は Kato(1966) の ア イ デ ア を 用 い た

Mochizukiの方法(1976)によるものであ

る。そしてもう１つは時空評価に基づく

方法で、具体的には、Lax-Phillips(1967)
のアイデアに基づいて得られる時空評価を

用いてEnss-Perryの方法(1980)に従うこと

ものである。 

② Parsevalの等式の構築： 
具体的には各スペクトルに対応する一般 

化された Fourier 変換・級数の和が恒等作用
素になることを示す(固有関数展開定理)。証
明方法としてはスペクトルを囲むパスに関
して複素積分することで行う。さらに、
Schroedinger 作用素の固有作用素展開定理
(固有関数展開定理の一般化)を証明するた
めに Helmhotz 方程式の解の無限遠方の漸近
展開を用いた Yafaev(1991)の方法を消散系
に拡張・適用する。これにより Parseval の
等式の一般化としての固有作用素展開定理
の構築も行う。なお、定理の主張および証明
において共役作用素も合わせた解析が必要
不可欠である。 
③重ね合わせの原理の証明： 
スペクトルに Spectral singularity と呼ば 
れてる特異点が現れない場合は、Parseval
の等式から直ちに従う。現れる場合は、それ
に対応する固有関数を用いた稠密性の議論
を経て示す。 
(2) 消散作用素のスペクトル分解定理に関
する考察： 
自己共役作用素のスペクトル分解定理は、そ
れが生成する(可換)von Neumann 環の可換
性から構築されることはよく知られている。
一方、上記で述べたように消散作用素に関す
る Parseval の等式は、その共役作用素も合
わせた解析によって構成される。このことか
ら消散作用素から生成される von Neumann
環の非可換構造に留意した考察を行う。 
 
４．研究成果 
(1) １次元空間においてランク１の短距離
型消散項を持つ波動方程式に対して重ね合
わせの原理を証明した。 
得られた結果には Spectral singularity が

存在する場合も含まれている。Spectral 
singularity の存在も考慮して重ね合わせの
原理を示している結果・文献の数はそれほど
多くはない。なお、扱った消散項には、かな
り人工的な条件を仮している。一般的な短距
離型のみの仮定では固有値と Spectral 
singularity の特徴付けが難しく、研究の方法
(１)で述べた各段階で支障を来す。 
(2) Dirichlet 条件を伴う平行平板間領



 

 

域において短距離型消散項を持つ波動
方程式に対する散乱解の存在を証明し
た。  

平行平板間の波動伝播のスペクトル
には可算無限個の敷居値と呼ばれる特
異点 (連続スペクトルに属する )が現れる
ことが知られている。消散項などによる
消散摂動の場合は先に述べたようにス
ペクトル分解定理が未整備のために、そ
の特異性の解析はより困難となり、散乱
解の存在すら示されていない状況であ
った。このような状況の下、研究方法
(１)①で述べた２つの方法で散乱解の
存在を証明した。いずれの証明方法におい
ても敷居値の特異性に留意した注意深い解
析が必要となった。また、スペクトル分解
定理の不備を補うために Simon(1979)
が導入したタイプの近似作用素を必要
とした。しかし可算無限個の敷居値が存
在するために Simon の近似作用素その
ものでは適用が困難であった。そこで、
この作用素を拡張・改良して、解析・証
明を行った。  
(3) 半空間自由境界(Neumann 条件)弾性波 
のレゾルベントの空間遠方の漸近展開を地
震 波 な ど の 物 理 的 現 象 に 基 づ く
Dermenjian-Guillot(1988)の一般化された
Fourier 変換を用いて決定・記述した(証明等
には、まだ検証を必要とする個所は少しある
ものの結果そのものは正しいと思われる)。 
証明は Agmon-Kato-Kuroda の方法(1975)

であるような極座標を用いた積分に書き下
した上、定常位相の方法と留数計算を適用す
ることでなされた。方法そのものは標準的な
扱いであるが、固有関数系が P 波(縦波)、S
波(横波)入射に対する反射波の他に Rayleigh
波と呼ばれる表面波から成る複雑な構成の
ため、これまでに漸近展開を扱った結果はな
いと思われる。なお、研究方法(１)②で述べ
た Yafaev(1991)の方法を消散作用素に拡
張・適用しようするとき、この結果は消散境
界条件を持つ弾性波を扱う際の基礎結果に
なりうる。 
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