
 

様式 C-19 

科学研究費補助金研究成果報告書 

 

平成２３年 ５月１０日現在 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
研究成果の概要（和文）：有理関数と超越整関数の力学系の異なる点に着目し、主に超越整関数

の複素力学系についての研究を行った。特異値は複素力学系の研究で重要な役割を果たす。特

異値とは臨界値あるいは漸近値のことであり、漸近値は超越整関数にしか表れない。二つの特

異値を持つ整関数の族を考え、そのパラメータ空間の双曲成分について結果を得た。また、超

越整関数がジーゲル円板を持つ時に、それらが非有界になることと漸近値の関係について結果

を得た。 
 
研究成果の概要（英文）：From the view point of the difference between dynamics of rational 
functions and those of transcendental entire functions, I mainly studied complex dynamics 
of transcendental entire functions. Singular values play important roles in studying 
complex dynamics.  They are critical values or asymptotic values and the latter appear in 
the only case of transcendental entire functions. I investigated families of entire functions 
with two singular values and obtained some results on hyperbolic components of the 
parameter spaces. Furthermore, I showed a relationship between unbounded Siegel disks 
and asymptotic values, if transcendental entire functions have Siegel disks. 
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１．研究開始当初の背景 
1980 年代から活発になった現在の複素力学
系の研究の重要な中心問題の一つは、２次多
項式のパラメータ空間であるマンデルブロ
ー集合の稠密生予想—双曲２次多項式の集
合がパラメータ空間内で稠密な開集合とな
るーである。この２次多項式の研究は有理関
数の研究の基本である。一方で、多種多様な

超越整関数についても、いくつかの関数につ
いて研究が行われていた。特に、有理関数で
は起こり得ない遊走領域を持つ整関数、ベー
カー領域を持つ整関数などが調べられてい
た。また、いくつかの超越整関数のジュリア
集合も特徴付けられていた。 
２．研究の目的 
有理関数の力学系と超越整関数の力学系に
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はいくつかの大きな違いがある。本研究の目
的は、それらを踏まえて超越整関数の力学系
特有の現象を考察することである。特に特異
値に注目し研究を行った。特異値とは臨界値
あるいは漸近値である。そして漸近値が超越
整関数特有の特異値である。複素力学系の研
究において特異値は重要な役割を果たす。フ
ァトウ集合の周期成分との関係は良く知ら
れており、それらはパラメータ空間とも密接
に関係している。超越整関数は多種多様であ
り、特異値の数が無限異なることもある。そ
こでいくつかの具体的な超越整関数の族に
関して考察を行う。まずはかなり研究が進ん
でいる指数関数の発展として、二つの漸近値
を持つ関数として複素誤差関数を考える。さ
らに、それを含む関数族として構造有限型超
越整関数に研究を発展させる。また、漸近値
は長い研究の歴史を持つ値分布論でも詳し
く研究されている。漸近値はさらに直接特異
点と間接特異点に分類される。間接特異点を
持つ整関数は無限個の臨界値を持つことが
知られている。値分布論的な性質と力学系と
しての性質の関連を調べる。また、超越整関
数の族を考えるときに、関数等式を満たすも
のを考えることは有用である。特にシュレー
ダー関数等式を考察する。 
３．研究の方法 
数学の一般的な研究方法として、個人研究を
行う。科研費でパーソナルコンピュータを購
入し、複素誤差関数などの関数による力学系
の数値実験用のプログラムを自分で作成し、
データを集める。それらにより問題の妥当性
などを考察し、証明を考える。コンピュータ
購入以外には科研費の多くは、研究打合せ、
研究連絡、情報収集のための旅費と複素力学
系関連図書及び複素解析学関連図書の購入
に使われる。連携研究者である奈良女子大学
の谷口雅彦教授とはパラメータ空間の研究
について、日本工業大学の石崎克也教授とは
関数等式及び値分布論との関連研究につい
て密接に研究連絡を行う。また、2000 年か
ら 2001 年にドイツに滞在し、共同研究を行
った Kiel 大学の Bergweiler 教授とも研究
連絡をとる。超越整関数の力学系の研究者は
海外に多く、Boston 大学の Devaney 教授や
イギリス Open 大学の Rippon 教授とも研
究連絡をとる。その為にも海外での力学系研
究集会に出席する。 
４．研究成果 
(1) 特異値の挙動が複素力学系を決める。特

異値とは臨界値あるいは漸近値のこと
である。現代の複素力学系の出発点とし
て、二次多項式の研究がある。これはた
だ一つの有界な臨界値を持つ関数の族
である。これを発展させた研究として三
次多項式の力学系の研究がある。これは
二つの有界な臨界値を持つ整関数であ

る。この力学系を考える場合には二つの
臨界値のお互いの挙動も問題となる。一
方でただ一つの漸近値を持つ超越整関
数の力学系として指数関数のそれが研
究されている。これらのことを踏まえて
奈良女子大学の谷口雅彦教授と二つの
特異値を持つ整関数の力学系を考察し
た。二つの特異値を持つ超越整関数とし
ては三角関数が考えられるが、それらの
特異値は臨界値である。我々が考えたの
は構造有限型整関数で二つの特異値を
持つものである。これらは二つの臨界値
を持つ三次多項式、一つの臨界値と一つ
の漸近値を持つ単純象眼関数、二つの漸
近値を持つ複素誤差関数のいずれかで
ある。ミルナーの三次多項式のパラメー
タ空間の双曲成分の考察に従い、これら
の関数族について双曲成分を考察した。
これらの構造有限型整関数が完全不変
成分を持つ十分条件を示した。また、そ
れらの関数が捕獲成分に含まれる為の
いくつかの十分条件を与えた。さらに具
体的な例をいくつか構成した。      

(2) 複素誤差関数の力学系について研究を
行った。複素誤差関数は特異値としてち
ょうど二つの漸近値を持つ整関数であ
る。これらは二つの複素パラメータを持
つ関数族をなす。具体的には  z -> 
a\int_{z} \exp(-w^{2})dw + b で与え
られる整関数である。まずはパラメータ
の a と b が実数の場合を調べた。この
ようなものを実係数複素誤差関数と呼
ぶ。実２変数なのでパラメータ空間を描
くことができる。パラメータ空間の第１、
第２象限の単純さと、第３、第４象限の
複雑さを示した。さらに、二つの吸引不
動点を持つ双曲成分及び、ただ一つの吸
引２周期を持つ双曲成分がそれぞれた

図１：捕獲成分に属するパラメータ

を持つ単純象眼関数のジュリア集合 



 

 

だ一つであることと、それらの非有界性
を示した。また、曲線に沿う放物型分岐
の存在を示した。また、a≠0 を複素数、

b = 0 として、複素１変数の部分族のパ
ラメータ空間を考えた。この場合には双
曲成分はただ一つの吸引成分を持つも
の A、ただ一つの偶数周期 2n の吸引周
期を持つもの B_{n}、二つの同じ吸引周
期 n を持つもの D_{n} のいずれかで
あることを示した。A 以外の成分はすべ
て単連結であり、非有界となる。B_{1} 
と D_{1} はただ一つの成分からなる。
さらに、各 B_{n} と D_{n} は A と接
する成分を含むことを示した。 

(3) ジーゲル円板の境界が特異軌道の閉包
に含まれることは良く知られている。し
かし、このことは必ずしも特異値がその
境界に存在することを意味してはいな

い。Rempe は指数関数の場合に非有界な
ジーゲル円板を持てば、その境界に漸近
値を含むことを示した。構造有限型超越
整関数の持つ非有界ジーゲル円板と漸
近値のその境界上での存在について結
果を得た。特に複素誤差関数の場合には
ジーゲル円板が非有界であることと、そ
の境界上に漸近値が存在することが同
値であることが示せた。また、正弦関数
のジーゲル円板についても考察した。正
弦関数は特異値として二つの臨界値だ
けを持つ超越整関数である。この場合に
はジーゲル円板は常に有界となること
が示せた。さらに、この証明は z -> 
Sin(z)/z に応用できる。したがって、

この関数がジーゲル円板を持てば常に
有界である。一方で、この関数は間接特
異点を持つ超越整関数である。そして、
この間接特異点を境界に持つ有界なジ
ーゲル円板を構成することができた。 

(4) 関数等式 f(G(z))=R(f(z)) の有理型解
の存在定理を与え、さらに f のもとで
の G と R の複素力学系的性質を調べ
た。特に f を多項式として、この関数
等式を半共役と見て、G のジュリア集合
が f により R のジュリア集合に写る
ことを示した。 

(5) R は原点を反発不動点とし、その乗法因
子をλとする有理関数とする。シュレー
ダーの関数等式とは f(λz)=R(f(z)) 
のことを言い、f をシュレーダー関数と
呼ぶ。石崎—柳原、奥山 —Drasin により、
R の吸引不動点、放物型不動点と f の
漸近値の関係が示されている。さらに石
崎—柳原は値分布論で研究されている f 
のジュリアの方向と R のジュリア集合
の関係について研究をしている。この方

図２：実係数複素誤差関数のパラ

メータ空間の第４象限 

図３：複素誤差関数の複素１変数部

分族のパラメータ空間 

図４：二つの非有界ジーゲル円板を

持つ複素誤差関数のジュリア集合 



 

 

法を用いて、シュレーダーの関数等式に
より定義される幾つかのシュレーダー
関数について、漸近値の個数評価ができ
ることが判った。また、ジュリア集合の
非連続性に関連して、シュレーダー関数
族の漸近値に関する非連続性について
の問題提議を行った。 
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