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研究成果の概要（和文）： 
我々は等質空間上のラドン変換とその調和解析への応用について研究し、以下の結果を得た。 
一般化されたマトリックスラドン変換の像がパフィアン型不変微分作用素により特徴付けられ

る事を証明した。更に、反転公式も得た。（２）コンパクト対称空間上のシュレディンガー方程

式の基本解のサポートが、ある条件のもとでは、有理数時間において低次元集合となる事、そ

して、無理数時間においては、対称空間全体と一致する事を証明した。 
 
研究成果の概要（英文）： 
We studied Radon transforms on homogeneous spaces, and their applications to harmonic 
analysis. Our results are as follows. (1) We proved that the ranges of generalized matrix 
Radon transforms are characterized by Pfaffian type invariant differential operators. In 
addition, we also obtained the inversion formulas. (2) We proved that under some condition 
the support of the fundamental solution to the Schroedinger equation on a compact 
symmetric space becomes a lower dimensional subset at a rational time and that it 
coincides with the whole symmetric space at an irrational time. 
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１．研究開始当初の背景 
 
逆問題解析と呼ばれる分野が近年、応用から

の要請もあり活発に研究されるようになっ
てきた。逆問題解析とは、得られた観測デー
タから逆に観測対象の構造や性質を調べる
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事を中心的な研究テーマとする分野である。
中でもラドン変換に対する逆問題は、コンピ
ュータートモグラフィーや画像解析に応用
先を持つ事から重要な研究対象となりつつ
ある。一方で、一般の対称空間やアファイン
グラスマン多様体などの（対称リーマン空間
ではない）等質空間の調和解析とラドン変換
などの積分幾何の理論が相互に重要な役割
を果たすことが判ってきた。 
 
２．研究の目的 
 
対称空間ではない等質空間上のラドン変換
について、像がどのような微分作用素の零解
の空間として特徴付けられるのか、そして、
原像をどのように再構成するのか、を明らか
にし、それらの結果を、等質空間上の調和解
析の諸問題（表現論および微分方程式）へ応
用する。 
 
３．研究の方法 
 
（１）カルタン運動群の作用する等質空間上
のラドン変換について、研究の方法は以下の
通りである。 
コンパクト対称空間上のラドン変換に関す
る既知の結果（像の特徴付け、および、反転
公式）と、等質空間上のフーリエ変換、およ
び、フーリエスライス定理、そして、カルタ
ン運動群上の普遍包絡環の中心の構造決定、
を組み合わせて行う。 
 
（２）調和解析および対称空間上の微分方程
式への応用について、研究の方法は以下の通
りである。 
ルート系に関する代数的な考察、不変微分作
用素の動径部分公式、極大トーラス上でのフ
ーリエ解析、そして、多変数超幾何微分方程
式に関する Heckman-Opdam 理論を組み合
わせて行う。 
 
４．研究成果 
 
研究成果は、（１）等質空間上のラドン変換
そのものに関する成果と、（２）対称空間上
の調和解析に関する成果、に分けられる。 
 
（１） 等質空間上のラドン変換について 
 
U/K を対称空間とし、対応する標準補空間を
ｐとする。K のｍへの作用から、ｐ上の合同
変換群としてカルタン運動群 Gが定義される。
Ｇはｐのある種の低次元平面の全体Ξにも
作用し、この作用に関して、Ξは、対称空間
ではない等質空間となる。Ξ´を、そのよう
な別の等質空間とすると、Ξ上の関数をΞ´
上の関数に移すＧ同変な積分変換として、ラ

ドン変換Ｒが定まる。本研究では、上記のラ
ドン変換に関して、像の特徴付け、および、
反転公式の構成、の問題を扱った。特に、U/K
がコンパクト実グラスマン多様体の場合、即
ち、U=O(n+k), K=O(n)×O(k)の場合、に詳細
な研究を行った。この場合、標準補空間ｐは
ｎ×ｋ実行列全体の空間と一致する。そこで
ｐにおける m-matrix plane の全体をΞm と
表すことにする。同様に、ℓ-matrix plane の
全体Ξℓが定まる。そして、Ξm上の急減少関
数の空間からΞℓ上の急減少関数の空間への
ラドン変換 R(m,ℓ)が定まる。得られた結果は
以下の通りである。 
dim Ξm < dim Ξℓ である場合。Ξℓ上の一
般化されたパフィアン型不変微分作用素 Dに
より、ラドン変換 R(m,ℓ)の像は、Dの零解の
空間と一致する。 
dim Ξm ≦ dim Ξℓ かつℓ-m が偶数である
場合。上記のような一般化されたパフィアン
型不変微分作用素の多項式で表される微分
作用素Φにより、R(m,ℓ)の反転公式は、 
ΦR(ℓ,m) R(m,ℓ)f=f として与えられる。こ
こで、R(ℓ,m)は R(m,ℓ)の双対ラドン変換であ
る。これら 2つの結果は、タフツ大学（アメ
リカ合衆国）の Gonzalez 教授との共同研究
であり、論文を現在準備中である。 
コンパクトグラスマン多様体上のラドン変
換については、像の特徴付け、および、反転
公式の構成、について、Helgason, Gelfand, 
Graev, Gindikin, Grinberg, Gonzalez, 
Kakehi, Rubin 等の研究によりかなり詳しい
ことが判っている。しかし、対称空間ではな
い等質空間上のラドン変換については散発
的な研究があるだけである。本研究は、カル
タン運動群が作用する等質空間の枠組みに
おいて、像の特徴付け、および、反転公式の
構成、という２つの問題に大きな進展を与え
たと言える。今後の研究の方向としては、サ
ポート定理などの逆問題への応用が考えら
れる。また、枠組みは異なるが、D 加群の理
論を用いて、研究分担者の竹内潔准教授が位
相的ラドン変換に関する反転公式を具体的
に構成した。これも、D 加群の理論の積分幾
何への応用という点で重要な結果と言える。 
 
（２） 対称空間上の調和解析について 
 
ラドン変換の調和解析そのものへの応用で
はないが、関連する重要な応用の例としてラ
ドン変換を用いた波動方程式の基本解の構
成が挙げられる。本研究では、多重時間波動
方程式系、および、シュレディンガー方程式
の基本解をラドン変換を用いて構成するこ
とを試みた。しかし、研究代表者自身の研究
では、当初の路線とは異なりラドン変換を用
いない形で、ある種の対称空間上のシュレデ
ィンガー方程式の基本解を具体的に構成す



 

 

ることに成功し、かつ、基本解のサポートの
決定にも成功した。以下において、その成果
を説明する。 
M=U/K を偶数重複度条件を満たすコンパクト
対称空間とする。そして、以下のような M上
の時間発展型シュレディンガー方程式を考
える。 
(i∂/∂t +△)ψ=0 
ψ(0,x) = δ(x) 
上記において、△は M上の U不変計量に関す
るラプラス・ベルトラミ作用素、δ(x)は、M
の原点 o=eK に特異点を持つデルタ関数を表
すものとする。物理学的には、上記のシュレ
ディンガー方程式は、時刻 t=0 において原点
o を出発する自由粒子の運動を記述している。
上記の解、即ち、基本解を E(t,x)と表すこと
にする。得られた結果は以下の通りである。 
 
M の幾何学的構造から決まる定数 c が存在し
て次の(I)(II)が成り立つ。 
(I) t/c が有理数である場合。 
t/c=p/q とおく。ここで、q>0 かつ p,q は互
いに素な整数とする。すると、時刻 tにおけ
る基本解 E(t, ・)の distribution としての
台は、M のある低次元集合(q に依存し、p に
は依存しない)と一致する。 
(II) t/c が無理数である場合。 
基本解 E(t, ・)の台は M全体と一致する。更
に、E(t, ・)の特異台も M 全体と一致する。 
 
上記の結果は、時刻 t=0 において原点 oを出
発する自由粒子が、有理数時間においては、
M のある低次元集合にのみ存在するが、無理
数時間においては、M の任意の点に存在し得
るということを主張している。特に、対称空
間上の自由粒子は、有理数と無理数を識別す
るのである。 
次に、この結果の重要な点および意義がある
と思われる点を述べる。 
① 一般に、多様体上でシュレディンガー方

程式の基本解を大域的に構成することは
自由粒子の場合（ポテンシャルや磁場な
どがない場合）ですらかなり難しい。本
研究は、ある種の対称空間に対して、系
統的に基本解を構成する新しい方法を与
えた。 

② 基本解の滑らかさについて。上記①に関
係するが、粒子に捕捉条件を付けた場合、
基本解の滑らかさに関する研究はそれほ
ど多くはない。実質的に意味のある結果
としては、調和振動子型のシュレディン
ガー方程式に関する谷島賢治教授（学習
院大学）による結果があるくらいである。
これは、一般に捕捉条件が強い場合、基
本解の構成が極度に難しくなることによ
る。 
本研究は、この意味でも、捕捉条件が強

い場合の基本解の滑らかさについて、詳
細な結果を与えており、意義があると言
える。 

③ 結果(I)における低次元集合は、一般化さ
れたガウス和を用いて記述される。ここ
で、ガウス和とは、代数的整数論（特に
円分体）において重要な役割を演ずる和
である。本研究では、単に基本解のサポ
ートを決定したに留まらない。M の極大
トーラスに対してガウス和を定義し、基
本解 E(t,x)が、有理数時間においてガウ
ス和を用いて具体的に記述されることも
突き止めた。参考までに、波動方程式の
基本解についての研究は既に存在し
（Helgason 等による）具体的に判ってい
るが、波動方程式の基本解からはこのよ
うな情報は得られない。 

 
これらの研究成果は、論文「Support theorem 
for the fundamental solution to the 
Schroedinger equation on a comact 
symmetric space」としてまとめ、現在、論
文を投稿中である。 
 
次に、関連する事として、研究分担者の磯崎
洋教授は、ユークリッド空間の標準計量に漸
近的に近いリーマン計量に関するフーリエ
変換とフーリエスライス定理を用いて新し
いラドン変換を導入し、その超局所解析的構
造を調べ、波動方程式の散乱理論へ応用した。 
また、研究分担者の木下保准教授は、関連す
る双曲方程式系の解空間の詳細な研究を行
った。 
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