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１．研究計画の概要 

物理学におけるソリトンの研究に端を発
する可積分系の理論は，1980 年代に「KP 階
層」（佐藤幹夫・佐藤泰子），「量子群」（神保
道夫，V.G. Drinfeld）などといった数学的概
念を生み出し，数学全体に対して大きな影響
を与えている。可積分系の研究は，大別すれ
ば「古典可積分系」，「量子可積分系」の２つ
に分類できる。量子可積分系は，対応する古
典系を正準量子化したものであるので，両者
はこの意味では初めから関係付けられてい
る。しかし，両者にはそれ以上の結びつきが
あることを，これまでの研究は示唆している。
そこで本研究では，KP 階層を中心とする古
典可積分系理論から可積分系における「量
子・古典対応」に迫り，背後にある数学的構
造を解明することを目的としている。 
具体的なテーマとしては，以下の２つを中

心として扱う。 
(1) 古典可積分系の行列積分解とパンル 

ヴェ系，ガルニエ系 
 (2) 離散古典可積分系とヤン・バクスター 

写像 
この２つを中心に，両者の関係，および関連
する話題にも目を配りつつ研究を進める。 
 
２．研究の進捗状況 
 まずは，上述のテーマ(1), (2)に関する研究
成果を報告する。 

テーマ(1)については，研究代表者の筧らに
よって導入された(2+1)次元 NLS 階層の相似
簡約を考えることで，パンルヴェ II 型〜VI
型方程式を統一的に扱える手法を構築した
（菊地哲也氏との共同研究）。このことから，
直交多項式アンサンブルの相関関数がパン

ル ヴ ェ 方 程 式 と 関 係 す る と い う
Tracy-Widom による結果に，見通しのよい別
証明が与えられる。この結果を拡張していく
ことで，より広いクラスの相関関数を，古典
ソリトン理論を用いて取り扱うことが可能
になると期待される。 
 テーマ(2)に関して，まずは離散ソリトン理
論を整理する意味で，差分作用素による離散
KP 階層の定式化を行った。また，離散 AKP
方程式，離散 BKP 方程式の周期簡約からど
のようなヤン・バクスター写像が得られるか
を調べた（R. Willox 氏，J.J.C. Nimmo 氏と
の共同研究）。特に N 周期 BKP 方程式から
得られる双有理写像については，これまでの
表現論的アプローチから得られている例と
は一致しておらず，両者の関係を解明すべく
研究を進めているところである。 
 テーマ(1), (2)は古典可積分系側からの研
究であるが，量子可積分系側からの研究成果
として，非対称 shifted Jack 多項式による有
理型 qKZ 方程式の特殊解の構成があげられ
る。「非対称 shifted Jack 多項式」とは，量
子多体系の波動関数の構成に用いられる
Jack 多項式のある種の変形であるが，これま
では物理系への応用には用いられていなか
った。今回の結果は，有理型 R 行列に付随す
る qKZ 方程式という，一見すると関係のない
対象との間に関係を見出したという点で，興
味深い結果であると考えられる。 
 また，特殊関数に関連する研究も行い，そ
の成果として， 超幾何関数が満たす関数等
式から，保存量を持つ非線形差分方程式を得
る手法を開発した。さらに，推移確率が q-
超幾何関数で表される確率過程を，具体的に
構成した。 



３．現在までの達成度 
＜区分＞ 
② おおむね順調に進展している。 

＜理由＞ 
 研究を開始する段階で中心として設定し
たテーマ(1), (2)に関して，当初想定していた
ような研究成果が得られてきている。その反
面，当初の予想を超えるような，いい意味で
の意外な結果までは，現在のところは得られ
ていない。 
 
４．今後の研究の推進方策 

最終年度である平成 22 年度には，上述の
テーマ(1), (2)のそれぞれに対して，ある程
度の「一区切り」となる結果を与えたい。 

テーマ(1)に関しては，これまでの結果を，
2 次元退化ガルニエ系も扱えるように拡張す
る研究を，菊地哲也氏(東大数理研究員)と共
同で行う。その際に，熊本大学の研究グルー
プ，神戸大学の研究グループを訪問して，研
究上の交流を行う予定である。 

テーマ(2)については，これまでに離散 AKP
方程式，離散 BKP 方程式を扱った経験に基づ
いて，CKP, DKP を調べていくとともに，「幾
何クリスタル」などといった表現論的対象と
の関係も掘り下げていく。このテーマに関し
ては，Ralph Willox 氏(東大数理)，Jonathan 
J.C. Nimmo 氏(Glasgow 大)と協力しつつ研究
を進めているが，表現論的な視点からの理解
をさらに深めるために，東大，筑波大等の表
現論研究者と連絡を取りつつ議論を深めて
いこうと考えている。 

さらに，(1),(2)を貫く題材として，DKP 方
程式系を詳細に調べることがあげられる。テ
ーマ(1)の観点からは，ランダム行列として
直交アンサンブル，シンプレクティックアン
サンブルを調べることと対応し，テーマ(2)
の観点からは D型幾何クリスタルに付随する
組合せ Rと関係すると予想される。 

これらの具体的テーマの研究を進めるこ
と，特に，従来よく理解されている A型以外
の場合を調べることで，応用の可能性が広が
ることが期待できる。 

研究計画終了時には，その時点までの成果
を整理するとともに，未解決の課題が何であ
るかを協力者と議論し，その後の研究への足
がかりとすることも計画している。 
 
５. 代表的な研究成果 
（研究代表者、研究分担者及び連携研究者に
は下線） 
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