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研究成果の概要（和文）： 

 可積分系の研究は，大別すれば「古典可積分系」，「量子可積分系」の 2 つに分類できる。両
者には深い結びつきがあることを，これまでの研究は示唆している。本研究では，特に(1)行列
積分とパンルヴェ方程式 (2)離散可積分系とヤン・バクスター写像 という 2 つのテーマを中心
に研究を行い，それぞれについて独自の定式化を導入し，それをもとに成果が得られた。また，
特殊関数論的な観点からの研究もあわせて行い，いくつかの成果が得られた。 
 
研究成果の概要（英文）： 

 Research on integrable systems may be divided into two categories: “classical integrable 

systems” and “quantum integrable systems”. Preceding results suggest the deep 

relationship between these categories. We devote our attention mainly to two topics: (1) 

matrix integral solutions to Painleve equations, (2) discrete integrable systems and 

Yang-Baxter maps. We introduced new formulation for these two topics and obtained 

several new results. Furthermore, we have carried out research into special functions and 

obtained several results. 
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１．研究開始当初の背景 

可積分系の研究は，大別すれば「古典可積
分系」，「量子可積分系」の 2つに分類できる。
量子可積分系は，対応する古典系を正準量子
化したものであるので，両者はこの意味では
初めから関係付けられている。しかし，両者
にはそれ以上の結びつきがあることを，これ
までの研究は示唆している。そのような例と

して，本研究では次の２つに特に着目した： 

(1) 量子可積分系の相関関数が，古典可積分
系(特にパンルベ方程式) の特殊解を与
えること。 

(2) 古典可積分系の超離散化から，組合せ
論的 R 行列が得られること。 

これらを始めとした，可積分系における（拡
張された意味での）「量子古典対応」が存在
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しているということが，本研究の着想に至っ
た背景である。 

 

２．研究の目的 

 可積分系に現れる「量子古典対応」を探究
することを通して，新たな数学的構造を見出
すことを目的として研究を行った。例えばヤ
ン・バクスター方程式のように，古典系，量
子系の双方に現れる概念を通して，両者を貫
く普遍的な視点が得られれば，今後に向けて
更なる発展が期待できる。また，そうするこ
とを通して，従来の可積分系理論の拡張を行
い，さらに新たな視点を与えることも目的と
した。 

 

３．研究の方法 

 中心となる研究手法は，ソリトン理論にお
ける KP階層の理論，およびその拡張である。
特にパンルヴェ方程式を研究する際に，従来
の KP 階層のみではなく，そこに“(反)自己
双対ヤン・ミルズ的時間発展”を付加した階
層である「AKNS-ASDYM 階層」という，代表者
らによって導入されたものを積極的に用い
る。また，KP 階層に対する離散的時間発展も
導入し，それを利用する。さらに，可積分系
に現れるワイル群，ヘッケ環などの代数構造
にも注目し，その構造を積極的に活用するこ
ととした。特にヘッケ環は，ある種の対称多
項式を記述する際に有用であることが知ら
れており，本研究でも qKZ 方程式の多項式解
を理解する上での重要な手法を与える。 
 
４．研究成果 
研究成果としては，大別して 3つのテーマで
の成果が得られた。 
・古典ソリトン階層とパンルヴェ方程式 
・離散ソリトン系からのヤン・バクスター 
写像の構成 

・特殊関数とその応用 
以下で，これら 3つのテーマに関する成果を
順に述べていく。 
(1) 古典ソリトン系である KP 階層と，その多

成分化から出発すると，相似簡約の結果
としてパンルヴェ方程式が得られること
は以前の我々の研究等から知られていた。
今回は，出発点としてトロイダル対称性
に対応する拡張である “AKNS-ASDYM 階
層”から出発することで，一つのソリト
ン階層からパンルヴェⅡ～Ⅵを統一的に
扱うという枠組みを見出した。この定式
化により，行列積分との関係も明確にな
る（論文は現在準備中）。 

(2) 双線形形式での KP 階層の離散化は，伊
達・神保・三輪の研究で基本的な枠組み
は定式化されていた。今回はそこから出
発し，新たな定式化を持ちこむことで，
ヤン・バクスター方程式を満たす有理写

像を系統的に構成する手法を与えた。ま
た，BKP 階層から出発することで，新た
なヤン・バクスター写像の例を与えた。
BKP 階層から構成したヤン・バクスター
写像が，表現論的にどのような意味を持
つかは現時点では明らかにできていない。
また，連携研究者の斉藤らによる
「Mirkovic-Vilonen 多面体」の研究に現
れる “トロピカル・プリュッカー関係
式”のような構造と，離散 KP 階層との関
係についても，現時点では表面的な対応
関係にとどまっており，深い理解を得る
ことは今後に向けての重要な課題である
と言える。 

(3) 特殊関数論的な研究も行い，いくつかの
成果を得た。以下に，得られた成果を列
挙する。 
① shifted Jack 多項式と呼ばれる多項

式の族については，退化 2 重アフィ
ンヘッケ代数との関係を通して，有
理型 qKZ 方程式の解の構成に利用で
きることを発見した。この結果はル
ート系としては A 型に対応しており，
他の型に対する拡張を考察すること
は，今後の課題である。 

② 超幾何関数に関して，不変量（保存
量）が超幾何積分で表される差分方
程式を，系統的に構成する方法を与
えた。 

③ q-超幾何関数に関連して，遷移確率
が q-超幾何関数で明示的に表され
るような，格子上の離散確率モデル
を構成した。 

④ テータ関数とその超離散化（トロピ
カル化）を利用して，周期性を持つ
離散系を構成することも試みた。
我々の手法を用いれば，周期性を持
つ超離散系からの逆超離散化として
有理写像が構成されるが，逆超離散
化の結果は必ずしも周期性を持たな
い。周期性がいつ保たれるかを解明
することは今後の課題である。この
題材に関連して現れる「ソモス数列」
は，整数論的な観点からも関心を持
たれており，その方面への発展が期
待できる。 
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