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研究成果の概要（和文）：結び目の量子不変量に関する体積予想を，カラードアレキサンダー不

変量に注目して研究し，logarithmic 不変量や SL(2, C) 量子 6j 記号の構成を行った。また，
これらと双曲体積との関係を明らかにした． 
 
研究成果の概要（英文）：The volume conjecture for the quantum invariants of knots is 
studied from the view point of the colored Alexander invariant, and the logarithmic 
invariants and SL(2, C) quantum 6j symbols are constructed.  The relation between these 
and the hyperbolic volume is given.   
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１．研究開始当初の背景 
 １９８０年代に発見された結び目や３次
元多様体の量子不変量について，２０００年
前後に双曲構造から定まる体積と関係する
ことが予想され，体積予想とよばれるように
なった． 
 また，量子不変量のパラメータと幾何的な
パラメータの対応も予想された．いくつかの
例については予想が確認されているが，一般
的な解決法は知られていなかった． 
 

２．研究の目的 
 本研究では，カラードアレキサンダー不変
量という結び目の量子不変量に注目し，この
不変量に対応する量子群の表現論について
研究した上で，これを手がかりにして体積予
想にアプローチし，その解決を目指すことを
目的とした． 
 そのために，体積予想を３次元多様体やそ
の中の結び目に対してどのように一般化し
たら良いかについても明らかにすることを
目指した． 
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３．研究の方法 
 
(1) 量子群の表現論の研究 
 
① 結び目のカラードアレキサンダー不変量
に対応する量子群 Uq(sl2) の表現論を研究
する． 
 
② 量子群 Uq(sl2) で q が１の冪根の場合
に，その有限次元の商である小量子群につい
て構造や表現論を研究する． 
 
③ ①, ② で研究した表現論について，どの
ように関係しているのかを調べる． 
 
(2) 量子不変量の研究 
 
① 結び目のカラードアレキサンダー不変量
の性質を調べる． 
 
② 量子群 Uq(sl2) で q が１の冪根の場合
に対応する小量子群と関係する量子不変量
を調べた． 
 
③ ①, ② で研究した不変量について，どの
ように関係しているのかを調べる． 
 
(3) 体積予想の研究 
 
体積予想を (2) で調べた不変量に対して拡
張する． 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 量子群の表現論に関する成果 
 
① 結び目のカラードアレキサンダー不変量
に対応する量子群 Uq(sl2) の表現は，q が
１の冪根の場合の非整最高ウェイト表現と
よばれるものである．この表現のテンソル積
表現の既約表現の分解則や，さらには具体的
に基底を用いて分解の様子を詳しく記述す
ることができた．さらに，この表現に対応す
る量子 6j 記号を求めることができた． 
 
② 量子群 Uq(sl2) で q が１の冪根の場合
に，小量子群について構造や表現論を調べた．
これは有限次元のホップ代数であり，正則表
現が射影表現の直和になることや，対称線形
関数にどんなものがあるかが知られている
ことがわかった． 
 
③ ①, ② で研究した表現論について，どの
ように関係しているのかを調べると，① の
非整最高ウェイト表現を２つ組み合わせた
ものでそのウェイトを整ウェイトに変化さ

せることで，② での射影表現が得られるこ
とがわかった． 
 
(2) 量子不変量に関する成果 
 
① 結び目のカラードアレキサンダー不変量
をいくつかの具体的な結び目，絡み目で求め
た．その結果，カラードアレキサンダー不変
量がカラードジョーンズ多項式に非常に似
た式になっていることがわかった．カラード
ジョーンズ多項式については京都大学数理
解析研究所の葉廣氏によりよく研究されて
いるが，葉廣氏による式で和の取り方を少し
変えるだけでカラードアレキサンダー不変
量となることがわかった． 
 
② 量子群 Uq(sl2) で q が１の冪根の場合
に対応する小量子群と関係する量子不変量
として対数的不変量と呼ぶものを構成した．
これは対数型共型場理論に対応する結び目
の不変量である．また，有限次元ホップ代数
の性質から定義されるヘニングス不変量を
一般化し，体積予想の元になったカシャエフ
の不変量を一般の３次元多様体中の結び目
に拡張した． 
 
③ (1) ③ での表現の対応を用いて，対数的
不変量をカラードアレキサンダー多項式で
書き表すことができた． 
 
(3) 体積予想に関する成果 
 
① カラードアレキサンダー不変量について
は，結び目を芯とする錐多様体の双曲体積と
の対応がわかってきた． 
 
② 小量子群に対応する不変量について，対
数的不変量についてはカラードアレキサン
ダー不変量と同様に錐多様体の体積と対応
し，また，カシャエフ不変量の３次元多様体
中の結び目への拡張についても，カシャエフ
不変量と同じように、補空間の双曲体積と対
応することがわかってきた． 
 
③量子群 Uq(sl2) の q が１の冪根の場合
の非整最高ウェイト表現に対応する量子 6j 
記号については，双曲切頂四面体の体積との
対応があることがわかった．元々 6j 記号の
研究は重力理論の研究から始まったのであ
るが，この結果は，ここでの量子 6j 記号が
体積や重力の量子化の研究に有用であるこ
とを示唆している． 
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