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研究成果の概要（和文）：代表的な強分散非線系であるサイン－ゴードン方程式に対してフーリ

エ型 1 次近似解を構成しフロケ理論を用いてベンジャミン－フェイル型不安定性を明らかにし

た。さらに一般の強分散系における不安定現象を解明する為に、手始めに、KdV 型非線形方程

式のような弱分散非線形系に対して第一積分を構成する方法を開発した。さらに、高階定常KdV

方程式と跡公式の関連を明らかにし、急減少型Bargmann ポテンシャルや周期的有限帯ポテンシ

ャルが高階定常 KdV 方程式を満たす事を統一的に証明した。同時に、与えられたミクロな系の

分散性を判定するベビー－バスウォーター・スキームと呼ばれる数値低手法を研究した。他方、

複雑ネットワーク系の臨界現象のメカニズムを数値的に明らかにした。 
 
研究成果の概要（英文）：The first order approximate solution of Fourier type is constructed 
for the Sine-Gordon equation, which is the typical example of strongly dispersive 
nonlinear system, and its instability of Benjamine-Feir type is clarified by Floquet 
theory. Furthermore, to clarify the instability phenomena of general strongly dispersive 
nonlinear system, to begin with, various methods of constructing first integrals have 
been developed for weakly dispersive nonlinear system such as nonlinear equations of KdV 
type. Moreover, the relations between the higher order stationary KdV equation and the 
trace formulas have been clarified, and it is uniformly proved that the rapidly decreasing 
Bargmann potentials and the periodic finite zonal potentials solve the higher order 
stationary KdV equations. Simultaneously, to find the dispersive property for the given 
microscopic system, a numerical method called Baby-Bathwater scheme is studied. On the 
one hand, mechanism of critical phenomena has been clarified for complex network system 
by numerical methods. 
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１．研究開始当初の背景 

(1) 当初は、ソリトンに代表される非線形分
散系の安定現象を研究していたが、物性論の
格子欠陥における不安定現象に関連した問
題の背景にある、周期係数の微分作用素の不
安定帯の問題との関連に気づき、ソリトン理
論で成功した逆散乱法と同様な手法で不安
定現象が議論できることが予想され、研究を
開始した。 
 
(2) 不安定現象は、強分散系には現れるが弱
分散系には現れないとされている。しかし、
物理的には強分散系、弱分散系の概念は存在
し、例えば KdV方程式は弱分散で非線形シュ
レディンガー方程式は強分散であると言わ
れるが、数学的にはいまだ完全な形で定式化
はなされていない。それのみか、本来、流体
現象等の連続系でも実際はミクロな系の巨
視的現象なので、ミクロな系を考察した際に
分散性や拡散性がどのように現れるかを数
値的に考察してみた。それがベビー－バスウ
ォーター・スキームである。 
 
(3) 通常は｢非線形現象｣とは捉えられてい
ないが、イジング模型に代表される統計力学
模型の相転移現象や臨界現象を不安定現象
の観点から考察をした。磁化現象ではキュリ
ー温度として観測される不安定現象と、株式
市場等のマーケットにおける不安定現象に
共通なメカニズムの存在に着目し、格子模型
をネットワークに置き換えた1次元イジング
－シュナイド模型の相転移現象を数値実験
で確かめた。さらに、ネットワーク化におけ
る構造の変化が時系列として現れるモデル
を考察し、スモールワールド現象との関連を
考察した。 
 
(4) 不安定現象を研究する中で、不安定性を
数値的に正確に定式化するには、保存量を効
果的に計算する手法の必要性に気づき、一番
基本的なKdV型方程式について組織的に研究
した。従来の知られていた微分多項式で著さ
れる局所密度と異なった保存量が一連の跡
公式から導かれることに気づき、それらを一
般化した。 
 
(5) 可積分系の定常問題と対応する線形化
作用素の跡公式の実質的な等価性に着目し、

跡公式を組織的に研究し、Novikov の定理を
周期的な問題や急減少の問題に限定せずに
考察した。それによって無限自由度の可積分
系の背景にある定常問題の意味合いが明確
に見えてきた。 
 
２．研究の目的 

非線形波動は、GGKM のソリトンと逆散乱法
の発見までは、綺麗な理論は存在しない世界
と思われていた。ところが、逆に GGKM 以降
は、非線形波動は KdV 階層や KP 階層と無限
次元リー環との関連を中心に、構造論を中心
とする研究に中心を移してしまい、本来の非
線形独特の混沌たる現象を忘れた観が強く
なっていた。そこで、本研究では、そのよう
な傾向に一石を投ずるべく、非線形波動の不
安定現象に焦点を合わせた。特に、ソリトン
で威力を発揮したフロケ理論の有効性や、可
積分系としての保存量＝第一積分を不安定
性の量的指標として用いる等、ソリトン理論
の古典的手法が不安定現象の解明にも威力
を発揮する事を示す事が第一の目的であっ
た。 

また、従来は強磁性体の磁化モデルである
イジング模型を、ネットワーク化することに
より、臨界現象を非線形性に由来する不安定
現象と捉える事により、複雑系科学に新しい
視点を導入することももう一つの目的であ
った。特に、それらの理論を、マーケットの
価格形成のメカニズム解明に応用する事に
より、ネットワーク理論におけるスモールワ
ールド現象との関連を明らかにする事を目
的とした。 
さらに、波動の不安定性や、ネットワーク

化されたイジング模型の不安定現象の背景
に、多粒子系の分散性との関連を数値実験で
見出した為、ミクロ系の分散性判定のアルゴ
リズムを開発することを目的とした。 
 
３．研究の方法 

ソリトン理論の古典的手法が不安定現象
の解明にも威力を発揮する事を示すには、従
来からの解析的手法をそのまま踏襲した。研
究成果の項で紹介したサイン－ゴードン方
程式に対してはヤコビ楕円関数係数のヒル
作用素のスペクトル、特にその第一不安定帯
を、我々が開発したΛ作用素法を用いて計算
した。 



非線形波動の不安定現象にはあまり数値
解析的手法は有効でないと思われていたが、
今回ソリトンの数値的構成で威力を発揮し
た広田差分を用いたところ、想像以上に有効
であることが判明した。特に、Benjamin-Feir
型不安定性を示す境界において、不安定性の
増大が線形である点まで再現できることは、
ある意味予想を超える事であった。理由は、
残念ながら解明できていないが、ソリトン理
論で功を奏した解析的手法とともに数値解
析的手法も同様であったと言う事は、不安定
現象解明の新たな方向を示唆するものと言
えよう。 

不安定性の数値的指標の算出の為に、試み
に弱分散系の KdV 方程式や定常 KdV方程式の
第一積分を上記のΛ作用素法で組織的に計
算する方法を確立した。他方、現象を見出す
には、計算機を用いた数値実験を多用し、フ
ォンノイマンの提唱したシナジーを強力に
推し進めた。その際にも、従来のソリトンで
威力を発揮した広田差分も多用し、その差分
スキームが不安定現象の数値シミュレーシ
ョンにも極めて有効であることを実証した。 

また、ネットワーク化したイジング模型の
臨界現象の研究では、主として数値実験を採
用した。特に、近年開発されたメルセンヌツ
イスター法にもとづく長周期の乱数は極め
て有効であることが分かった。 

 
４．研究成果 
(1)今回の研究で対象とした非線形強分散系
としてはソリトン方程式としても知られて
いるサイン－ゴードン方程式  

uuu xxtt sin  
であった。これに関してフーリエ型 1次近似
解を構成することにより、ベンジャミン－フ
ェイル型不安定性の発生する摂動波の波数
域を完全に決定した。図１はフーリエ 1次近
似解の時間発展を示す。振幅が時間とともに
指数関数的に増大しているのが分かる。 
 
 
 
    
 
  
     
 図１．フーリエ型 1次近似解の不安定性 

 
 
(2)サイン－ゴードン方程式を広田差分を用
いて差分化することにより、上の(1)で解析
した同じ摂動に関し数値実験を行い、広田差
分の方法の不安定現象における有効性を実
証した。図２はそれを図示したものである。
図 1と同様の結果を示している。 
 

 
 
 
 
    
  
    
  

 
 

図２．広田差分による不安定性 
 
(3)不安定現象の数値的指標、あるいは不安
定性の数値的判定の為の第一積分の計算法
として、非定常問題に関しては、逆散乱法に
もとづく新たな第一積分の系列を発見し、ま
た定常問題に関しては第一積分生成多項式
を構成し、全ての包合的第一積分を一度に構
成する事に成功した。 
 
(4)高階定常 KdV 方程式の第一積分構成の過
程で、無反射ポテンシャルや、有限帯ポテン
シャルが高次定常 KdV 方程式を満たす事を、
有限型の跡公式から示す事に成功し、従来の
急減少型ソリトンと周期的ソリトンを統一
的に理解できるようになった。 
 
(5)他方、ミクロな系が分散性か拡散性かを
判定するベビー－バスウォーター・スキーム
を数値解析的に研究し、マクロな現象である
不安定現象やソリトン現象の背景にあるミ
クロな現象との関連を明らかにする道を開
いた。これらは、ミクロな系を多粒子系の共
鳴現象として捉えることの可能性も示唆し
ている。 
 
(6)また、イジング模型に見られる相転移・
臨界現象も同じカテゴリーの不安定現象と
考え、その本質を探るべく、格子模型だけで
はなくネットワーク化したイジング模型を
考え、その辺の張替え確率が時系列的に変化
するモデルを、AR－βモデルとして株式市場
の価格形成の新たなモデルとして提唱した。 
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