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研究成果の概要（和文）：弦理論の対称性としてのホップ代数の構造と非自明な背景

B 場が存在する場合の作用素代数の変形の構造が，弦理論の世界面における量子

化に我々の提唱した弦理論のホップ代数の捩れ要素による量子化の方法を応用

することにより，量子化の場合の作用素代数の変形と背景 B 場による変形が同じ

レベルで単一の変形として構成できることが明らかになった．このことは，弦理論

レベルの一般座標変換の対称性を含むホップ代数が，量子化と背景 B 場による変形で変形され

た一般座標変換対称性を含む量子群に拡張されることを意味する． 
研究成果の概要（英文）：Summary of the results of the research: It became apparent that the 
structure of the Hopf algebra as a symmetry of the string theory and the structure of the 
deformation of the operator algebra caused by the existence of the non-trivial B-field 
background can be unified under the ‘twist quantization’, which is proposed by us and 
applied for the formulation of the string world sheet quantization by the twist element of 
the Hopf algebra, in the way that the deformation of operator algebra occurs due to the 
quantization and the deformation by B-field background are constructed in the single 
deformation of the same level. It means that in the string level, the Hopf algebra which 
contains the diffeomorphism in string theory, is deformed by both quantization and B-field 
background into the quantum group algebra including the deformed diffeomorphism. 
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１．研究開始当初の背景 
超弦理論の真空解として現れる空間の中に
は，非可換幾何学の範疇にはいるものが現
れることは知られている．一方，非可換幾

何学においては，対称性の表現は量子群（ホ
ップ代数）として表現されるのが自然であ
る．そして，このことは場の理論の対称性
を，ホップ代数を使うことで自然に非可換
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空間上の場の理論に拡張することで，物理
的に応用ができることも知られていた．と
ころが，超弦理論における対称性の構造は
そのように捉えられていない． 
原因の一つは，弦理論における対称性に

いろいろなレベルがあるためである．一つ
は，世界面上の量子化などに現れる２次元
場の理論としての対称性であり，一方で弦
の埋め込み空間のローレンツ対称性やその
他の対称性でそれらが量子化の後どのよう
に実現されているかは明らかではない．と
くにアインシュタインの理論における，一
般座標変換のもとでの一般相対性の役割を
考えると，弦理論においても一般座標変換
の対称性が弦の量子化などにおいてどのよ
うに影響を受け変形されるのかを正しく追
跡する必要がある．つまり，弦理論におけ
る対称性がその量子化とともに，どのよう
にホップ代数（いわゆる量子群）に拡張さ
れ，あらゆる時空（真空）の対称性が記述
されるのかを明らかにする必要があった． 
 
２．研究の目的 
弦理論は重力を記述する理論であるので，結
果として宇宙の幾何学の理論になっている．
弦が量子化された後は，そのような幾何学は
一般に非可換幾何学の範疇に入る理論にな
ると考えられている．この研究では，特に非
可換幾何学と超弦理論における対称性の構
造と，その関係を明らかにすることを目的と
している．この重要性は，一般相対論におけ
るリーマン幾何学と一般相対性の関係が，弦
理論と非可換幾何学の対称性との関係と対
応すると考えらることで理解できる．この類
推で，量子重力において超弦理論が物理的な
基盤を与えるならば，非可換幾何学がそれを
数学的な幾何学概念を与えることになる．こ
の時，さまざまな対称性の原理，特に弦の埋
め込み空間上のローレンツ変換やさらに一
般座標変換を，どのようにこの非可換幾何学
の枠組みと整合するように取り込んでいけ
ばよいかを解明することがこの研究の目的
である． 
 
３．研究の方法 
弦理論の量子化を変形量子化としてとら
えることができる．この方法には，弦の
埋め込み関数上の汎関数空間でのベクト
ル場を考え，そのうえで Moyal 的な積を
考えることになる．これは，同時に弦の
作用素代数に作用するホップ代数のねじ
れを与えることになる．一方で，この量
子化を考えるときに現れるホップ代数は，
弦の埋め込み空間の一般座標変換の代数
から作ることができるホップ代数と統一
的に考えることができる．この二つのホ
ップ代数はさらに独立ではなく，量子化

による変形が，一般座標変換の対称性に
影響を及ぼすことがわかる．その影響は，
量子化を行う時に導入された，捩れ要素
による，統一されたホップ代数の捩れと
いう形で表現される．このようにして量
子化の影響をホップ代数の言葉に翻訳す
ることができると，量子化自身はこのホ
ップ代数の作用するような頂点作用素の
作る加群代数の共変性の要請で自動的に
実現される．一方，この方法を拡張する
ことで，量子化だけでなくその他の変形
がホップ代数の変形にどのように反映す
るかが分かれば，それらの変形も量子化
とともに統一的に扱える．ホップ代数は
非可換幾何学における対称性の表現だが，
この方法で，超弦理論の対称性と考える
ことができ，したがってさまざまな対称
性のねじれが解析できる． 
 
４．研究成果 
研究の結果，弦理論における一般座標
変 換の対称 性 (Diffeomorphism)を 含
むホップ代数を弦理論の対称性の基本
的な構造ととらえ，それを拡張する形
で，頂点作用素の代数に作用するさら
に一般化されたホップ代数を弦理論の
対称性として定義した．研究方法のと
ころで説明したように，準備として
我々は，まず弦の世界面での量子化を
変形量子化の形で行い，それを弦の一
般座標変換を含むこのホップ代数の変
形としてとらえることを提唱し，その
方法によって得られる量子化が，経路
積分による量子化と等価であることを
示した．これを捩れ量子化と呼ぶ．こ
れは準備とはいえそれ自体弦理論の量
子化に関する新しいアプローチを与え
ている．  

さらに，捩れ量子化を踏まえて背景
B 場が存在する場合に，対称性の構造
をホップ代数の捩れを使って統一的に
とらえることに成功した．これは，捩
れ量子化を構成するために導入したホ
ップ代数を B 場が存在する場合に拡張
しそのホップ代数の捩れとして量子化
を再構成することで可能になる．この
ように構成することで，B 場が存在す
る場合，捩れ量子化の方法を使うと，
量子化と B 場による変形を同じレベル
でシームレスに構成できることが明ら
かになった．つまり，二つの変形が統
一された一つの捩れ要素によるものと
考えることができ，これによって，２
つの変形を区別することなく，単一の
変形と考えることが可能になった．結
果，B 場の存在の下での捩れたホップ
代数が定義される．この捩れたホップ



代数は，弦理論で考えている頂点作用
素の作る加群に作用するが，この作用
の共変性を要求する（つまり弦理論が
捩れたホップ代数の対称性を持つこと
を要請する）と，弦理論の量子化と B
場による変形が捩れの要素を通じて，
頂点作用素の積の変形に反映される．
B 場が存在しない時にこれが弦の量子
化に等価であることが，捩れ量子化の
等価性であるが，B 場が存在するとき
は，このようにして得られた頂点作用
素代数の変形は，弦の量子化と B 場に
よる変形を同時に記述するのである．  

この方法で得られた統一された変形
が，従来の量子化と背景 B 場による変
形の両方を含むことを示すために，
我々はさらに，ホップ代数の変形を分
割する方法を提唱した．これは，ホッ
プ代数の捩れを２段階に分けて行うた
め，それぞれの段階の捩れ要素がある
種の整合性を満たすことを要請される．
この要請のもとで，変形を分割する方
法はさまざま考えられる．我々は，２
種類の分解を解析したが，そのうちの
一つの分解では，それを使えば従来通
り量子化と B 場の影響で非可換空間性
の現れを分離することができることも
明らかにした．  
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