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研究成果の概要（和文）： 同一格子点で電子間に引力が働く系を記述する引力的ハバード模型

で、相互作用エネルギー（U）と運動エネルギー（W）の比 U/Wを大きくしてゆくとき、低温で

現れる超伝導の性質は、よく知られた BCS 型からボース凝縮（BEC）型へとクロスオーバーする

と考えられていたが、信頼できる定量的な研究は殆ど無かった。本研究では局所相関を厳密に

扱える最適化変分モンテカルロ法を用いて、クロスオーバーの性質を調べ、類似の現象が出現

する銅酸化物高温超伝導体との比較検討を行った。 

 
研究成果の概要（英文）：Applying a trial wave function with onsite repulsive and 

near-neighbor doublon-holon attractive correlation factors to the attractive Hubbard model, 

we confirmed that the magnitude of the superconducting gap becomes the largest in the 

intermediate correlation strength. At the same time, the character of superconductivity 

changes through the crossover region. In the repulsive model as a model of cuprate 

superconductors, similar crossover is observed as a function of electron density, showing 

the similarity with the attractive model.  
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１．研究開始当初の背景 

(1) 超低温に冷却した希薄原子気体の研究

は、物理学の広範な分野にインパクトを与え、

急速な発展を遂げてきていた。希薄原子気体

の研究の中で、フェルミ原子種で起こる超流

動機構（超伝導同様に２粒子がクーパー対を

作る）が、粒子間引力相互作用強度 U/Wの増

大とともに BCS 型から BEC 型にクロスオー

バーする現象が実験で見出され、理論的検討

が重要な課題であった。弱相関と強相関両極
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限で成り立つ方法を繋ぐ理論はあったが、強

相関領域での局所相関を正確に取り扱う研

究は無かった。また、実験でも十分強い相関

域の結果は未だ出てない状況であった。 

 

(2) 光学格子上での |U|/W の変化に伴う

BCS-BEC クロスオーバーの問題は、固体物理

学、特に銅酸化物高温超伝導体でのドープ率

δに対する超伝導の振る舞いと共通点が多

い。銅酸化物では、母物質は反強磁性モット

絶縁体であるが、これにキャリア（特にホー

ル）をドープすると安定な超伝導が出現する。

超伝導転移温度 Tc は最適ドープ率（δ～

0.15）で最大を取り、その両側で減少する。

様々な実験から、過剰ドープ領域（δ>0.15）

では、超伝導の性質はほぼ BCS 理論に従うが、

最適ドープ領域から少量ドープ領域（δ

<0.15）にかけては、Tc 以上でギャップを有

する振る舞いが見られ、BEC の振る舞いに類

似している。冷却原子系と銅酸化物の関連性

の解明は緊要な課題であった。 

 

２．研究の目的 

(1) 光学格子上の冷却原子系を適切に記述

する引力的ハバードモデルに対し、弱相関側

（|U|<W）の理論的研究は量子モンテカルロ

法など比較的信頼性の高い方法で研究され

ていたが、クロスオーバー領域（|U|～W）か

ら強相関領域（|U|>W）にかけては、強相関

からの平均場近似であるグッツヴィラー近

似を用いた研究など、信頼性に疑問のある研

究がほとんどであった。そこで、本研究では

|U|/W の全領域で適用可能な変分モンテカル

ロ（VMC）法を用いて、フェルミ原子気体の 

BCS-BEC クロスオーバーの問題、特に基底状

態と低エネルギー励起について計算し、これ

まで行われた研究の結果を吟味し、BEC 領域

の性質（特に対生成機構）を明らかにするこ

とが第一の目的である。 

 

(2) 銅酸化物高温超伝導体の一つの重要な

モデルである二次元正方格子上の斥力的ハ

バード（t-t’-U）モデルを考える。これま

での VMC 法による研究で、大凡の超伝導出現

領域とその性質が明らかになっている。それ

によると、母物質に対応するハーフフィリン

グでは、反強磁性相関を顕わに導入しなけれ

ば、U=Uc ～W においてモット転移が起こり、

U>Uc ではモット絶縁体となる。この強相関

領域でホールをドープした場合にのみ典型

的な銅酸化物超伝導体の性質を示す。理論的

には t’=0 の場合、ハーフフィリングでの粒

子-ホール対称性において、引力と斥力ハバ

ードモデルは密接に結びついている。(1) の

問題との関連で、この強相関領域において、

超伝導の様々な性質（超伝導相関の強さや異

方性の変化など）のδ依存性を調べ、ドープ

率を減少させてゆく場合、BCS-BEC クロスオ

ーバーに対応する現象が起こるのかどうか、

またクロスオーバーするドープ率が最適ド

ープ率近傍であるかどうかなどを検討する。 

 

(3) 近年銅酸化物の研究で話題になってい

る２ギャップ問題に関連し、擬ギャップは二

重占有サイト（ダブロン）と空サイト（ホロ

ン）の束縛エネルギーに密接に関連している

という議論がある（P.Phillips）。擬ギャッ

プは超伝導転移温度より高い温度で出現す

るが、超伝導が仮に起こらないと仮定すると、

この状態が T=0 でも現れる可能性がある。

ダブロン-ホロン間引力相関（束縛）が、超

伝導の性質のクロスオーバーと如何に関連

するかということを調べる。 

 

３．研究の方法 

目的(1)では、電子間引力の強さの変化に伴

う超伝導の性質の変化を調べなければなら

ない。これまでの主な研究では |U|/W の大

小両極限域のみの研究か（例えば弱相関域の

量子モンテカルロ法による研究など）、両極

限から中間領域を大胆に近似する方法（例え

ば、有名な Nozieres-Schmidt-Rink の研究）

から全体像が考えられてきた。しかしそれで

は運動および相互作用エネルギーが拮抗す

るクロスオーバー領域で、信頼できる議論を

するのは難しい。そこで、本研究では |U|/W 

の全領域で局所相関を厳密に扱い得る VMC法

を用いて、|U|/W及び電子密度の変化によっ

て、基底状態（すなわち s波超伝導状態）の

性質が如何に変化するかを考える。 

これまで変分的研究では、試行関数中の多

体因子として、同一サイト上の相関のみを取

り入れたグッツヴィラー射影 P
G

を用い、さら

にΨ
G

=P
G

|Φ〉に関する期待値の計算に付加的

平均場型近似（所謂グッツヴィラー近似）を

併用していた。こういった方法には問題点が

ある；(i) Φとして正常状態を考えるとき、

|U|～Wで起こるべき金属絶縁体（モット）転

移はΨ
G

では記述できない。(ii)BEC 側で超伝

導の強度（ギャップの大きさ）が抑制されな

い。これらの難点を解消するために、斥力相

関系でのダブロン-ホロン（D-H）相関に対応

する反平行スピン間の束縛因子（P
Q

）を導入

する。この因子により正常状態でモット転移

が記述されることを私自身が嘗て証明した。

超伝導状態に↑-↓ 相関因子を作用させた

場合（Ψ
Q

、= P
Q

Ψ
G

） (ii)の点の克服に関し

ては必ずしも確信がある訳ではないが、斥力

系で反強磁性が強相関域で抑制されるのと

同等な効果は期待できそうだ。超伝導状態（s

波）では、斥力系（d波）との対比が重要で

ある。この試行関数を基にさらに試行波動関

数を改良して、クロスオーバーの物理を調べ

て行く。 



 

 

 次に目的 (2)および(3) では斥力相互作

用が強い系（モット絶縁体へのドープ）を扱

うので、この場合も基底状態を調べるには、

局所相関が厳密に扱える VMC 法が数少ない有

効な方法である。斥力相関系では、これまで

銅酸化物の研究において培われた様々な知

見を生かし、引力系同様、同一サイト相関の

他にダブロン-ホロン間引力相関、及びダブ

ロン相互間やホロン相互間の斥力相関の効

果も考慮して研究を進める。いずれも距離依

存性を最適化して考える。まず正常状態にお

いてドープ率を上げて行く場合、D-H 間の束

縛因子がどのように変化するかを突き止め

る。更に、その因子は d波超伝導状態の性質

に対してどのような影響を与えるのを詳細

に研究する。ちなみに光学格子上の冷却原子

系ではサイト毎に何個の粒子が存在してい

るか（正確には個数の偶奇性）が原子顕微鏡

で観測できるようになってきている。 

 

４．研究成果 

(1) 二次元正方格子上の引力的ハバードモ

デルに、前節で述べた試行関数を適用して、

まず s波超伝導の凝縮エネルギーΔEを計算

した。Ψ
G

を用いた場合はΔEが|U|=|Uco|～

10t程度で最大値を取り、|U|< |Uco| では

BCS 型であるΔE/t ∝exp(t/|U|)で増大し、

一方|U|>|Uco|では強相関極限からの展開値

と符合するΔE/t ∝t/|U|という振る舞いを

する。このことから、Ψ
G

を用いた場合でも

BCS- BECのクロスオーバーを記述できている

ように見える。ちなみに P
G

を作用させない生

の BCS 関数を用いた場合でも、ΔE/tはΨ
G

と類似した振る舞いを示す。問題はΔE/tの

振る舞いとは対照的に、超伝導ギャップに対

応するパラメーターΔ/tが|U|/tの関数とし

て単調増加してしまい、クロスオーバーしな

いことである。これは励起として↑と↓がギ

ャップを超えて生成した場合、両スピンが乖

離すること（高エネルギー状態の持続）を許

すため、Δ/t を大きくして対生成の補償をせ

ざるを得なくなる所為であろう。 

次に、Ψ
Q

、の場合は、↑-↓束縛によって

正常状態のエネルギーが著しく低下するた

め、凝縮エネルギーはΨ
G

の場合のおよそ半分

程度に減少し、クロスオーバー値|Uco|/t も

バンド幅 8t 程度に小さくなる。超伝導状態

のエネルギーの P
Q

の導入による改善は必ず

しも大きくないが、定性的に大きく異なる点

がある。まず、ギャップパラメーターΔ/tは、

上記の BCS 関数やそれに P
G

を作用させたΨ
G

の場合とは対照的に、ΔE/t が最大値を取る

U/t 値近傍で極大値を取り、強相関側では 

U/t の増大に伴って緩やかに減少する。この

ことから、変分エネルギーの改善という定量

的な改善を超えて、ギャップ値のクロスオー

バーを正しく出すには、↑-↓ 相関が本質的

であることを示唆している。 

以上で考えたΔE/t は正常状態の善し悪し

に依存する物理量なので、超伝導状態を直接

調べる必要がある。第一に s 波の秩序変数や

超伝導ペア相関関数 Psが BCS-BEC クロスオ

ーバーを定める一つの指標である。さらに、

コヒーレンス長やダブロン密度、D-H 束縛距

離（最近我々がモット転移系に対して提唱し

た概念）などの様々な物理量が重要である。

これらの計算は現在さらに実行中であるが、

予備的計算は、上記の結果を支持している。 

以上から、引力系での超伝導状態の性質は

斥力系の場合とは対照的に↑-↓ 相関因子

による大きなエネルギーの改善はない（つま

り↑-↓ 相関の効果が既に同一サイト対生

成の中に入っていると言える）が、クロスオ

ーバーに対して定性的に重要な改善である

ことが解る。これらの成果は近く出版論文と

してまとめる予定である。 

 

(2) 次に、斥力系に対する研究として、U>Uc 

(Uc～7tはモット臨界値)にあるモット絶縁

体状態にホールをドープした系での BCS-BEC

クロスオーバーの解析をした。銅酸化物の典

型値 U/t=12（銅酸化物で予想される値）の場

合を例に取り、ドープ率（電子密度）を変化

させた場合を考える。斥力系では、超伝導状

態の変分エネルギー値自体も D-H 束縛因子に

よって著しく改善されるため、そのためにも

この因子は不可欠である。 

まず既知事項として、U<Uc の弱相関域では、

銅酸化物の実験を説明できないことの確認

を行った。超伝導とノーマル状態のエネルギ

ー差ΔE/tおよび d波超伝導ペア相関関数 Pd 

を U/t の関数として考える。ドープ率に関

わらず、U<6t のときは両者とも無視できる程

小さく、この領域のパラメーターで銅酸化物

のような広範な物質および電子密度で安定

した超伝導を記述できるとは考えられない。

ハーフフィリングでは U～6tでΔE/tと Pdが

両方とも最大を取るが、U=Uc でモット転移を

起こすため、Pdは U>Uc で消失し、一方ΔE/t

は緩やかに減少する。U<Uc でのドープ率δ依

存性を見ると、基本的にδの単調減少関数で

あり、銅酸化物が示す Tc や凝縮エネルギー

のベル（ドーム）型構造を再現できない。U>Uc

でホールをドープし、ドープ率δを上げて行

くと、Pd の値も Uc で急に消失することはな

くなり、U/t の関数としてバンド幅程度で最

大値を取り、緩やかに減少するようになる。

従って、U=W 程度の相関強度で超伝導の性質

が BCS 的なものから、運動エネルギーが転移

の推進力となる強相関的な性質のものへと

クロスオーバーすることが解る。 

U/t=12 に固定した場合、一重項ギャップ

の大きさΔ/tとΔE/t とはδ増大と共に減

少するが、これは反強磁性スピン相関の強度



 

 

と相関する。一方、Pdは最適ドープ率δ=0.15 

まで増加するが、こちらは準粒子くり込み因

子と相関しており、電荷の自由度（モット 転

移の物理）と密接に関係している。Pd はδ

～0.15 で最大値をとり、δ>0.15 では減少す

る。銅酸化物の転移温度と同様な所謂ベル型

（ドーム型）の振る舞いをする。 

以上から、引力的モデルの |U|/t 依存性

と斥力的モデルのδ依存性について、隣接サ

イト D-H （↑-↓）相関を考慮する範囲（同

等の近似）では、BEC 側のギャップパラメー

ター依存性が異なっている（超伝導）。従っ

て、両者が完全に同じ BCS-BEC のクロスオ

ーバーの機構に従っているとは考えにくい。

ちなみに、超伝導のペアリング対称性は常に

dx2-y2 波が安定であり、δ（<0.3 ）の変化

で対称性が変わることは無かった。 

 

(3) 上記(2)の結果から、δ～0.15 において

斥力モデル特有の BCS-BECのクロスオーバー

があるかどうかを考えた。BEC 側のノーマル

状態で、銅酸化物で見出されているような擬

ギャップが発生する可能性を考えるには、何

らかの秩序や束縛状態によりギャップが生

成することを示す必要がある。一つの可能性

として、モット絶縁体の影響から考えるには、

D-H 束縛因子の影響を調べるのが第一である。

今回の研究では隣接サイト間の D-H束縛因子

のみを導入したが、典型的な最隣接サイト間

のμが解り易い。 

まず、U<Uc の場合にはμはごく小さな値

であり、D-H 束縛の効果は事実上無視できる。

U>Uc ではδ=0 ではμ～1であり、ダブロンと

ホロンは相互に最隣接サイトにほぼ完全に

束縛されている。δをゼロから増大させて行

くとき、U/t～8 程度の場合にはμは一旦急

激に減少するので、D-H 束縛の効果は少量ド

ープ域でもそれ程大きいとは言えない。とこ

ろが、U/tが 12 程度に大きい場合は、δの増

大に伴うμの減少は小さく、δ=0.25 までほ

ぼ線形にゆっくり減少して行くことが判っ

た。このことから、銅酸化物の高温超伝導が 

U/t～12 であるならば、将にドープされたモ

ット絶縁体と呼ぶに相応しい。 

一方、最適ドープ率あたりにおける BCS 

-BEC クロスオーバーの存在は、（この領域で

特異性を示さない）μの振る舞いだけからで

は結論できない。この点に関して、今後本研

究を発展させて、次のことを明らかにしたい

と考えている。最近我々が提唱したハーフフ

ィリングでのモット転移の定量的な扱いを

ドープした場合に拡張し、様々な D-H 束縛の

態様(特に D-H 完全束縛や指数関数型減衰関

数、完全最適化型)を考慮し、D-H 束縛効果が

どのドープ量まで有効に働くのか、また D-H 

束縛長と D-D 間最小距離の関係がどのように

なっているのかなどを計算し、少量ドープ域

の銅酸化物の性質を明らかにして行きたい。 
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