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研究成果の概要（和文）： 
 本研究では、我々が提唱をした「拡張された制限つき探索理論（以下 ECS 理論）」を強相関
電子系など多様な系に適用できる形に発展拡充させた。具体的には、まず、電子相関を記述す
る二次簡約化密度行列の対角要素（対密度）を再現する「対密度汎関数理論」の提案をし、そ
の有効性を数値計算により確認した。また、ECS 理論を有限温度の事象へ適用できる形に一般
化した。その有効性は超伝導現象に適用することで確認された。さらに本研究では ECS 理論を
時間に依存する事象へ適用できる形にも拡張した。 
 
研究成果の概要（英文）： 
   In this study, we have advanced the development of our extended constrained-search 
theory (ECS theory) toward a new scheme of the energy-band calculation that is applicable 
to various systems including strongly-correlated electron systems.  More specifically, 
we first have proposed the pair density functional theory that can reproduce the diagonal 
elements of the second-order reduced density matrix (pair density), and confirmed its 
validity successfully through numerical calculations.  We also have generalized the ECS 
theory so that one can apply the ECS theory to finite-temperature systems.  The validity 
of the generalization has been confirmed by applying it to superconducting 
systems.  Furthermore, the ECS theory has been extended so as to describe the 
time-dependent phenomena.  
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１．研究開始当初の背景 

密度汎関数理論（以下 DFT）は、多電子問
題を一体描像に還元するエネルギーバンド

理論の一つであり、コーン・シャム軌道と呼
ばれる一電子方程式の解を用いて基底状態
の電子密度を正しく予言する理論です。しか
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しながら、電子密度以外の物理量に関しては、
コーン・シャム軌道を用いて予言できること
を保証しておらず、その処方箋も与えられて
いません。本研究を開始する 3年前に我々は、
電子密度以外の物理量をもコーン・シャム軌
道で直接的に予言できる理論的枠組みを提
唱しました。これを「拡張された制限つき探
索理論(以下 ECS 理論)」と呼んでいます。本
理論により、絶対零度・基底状態における任
意の静的物理量が予言可能となりました。 

これまで DFT の拡張は、ほとんど海外とく
に米国、ドイツの研究者が主に行ってきまし
た。しかし、「ECS 理論」のような、任意の物
理量を予言しようとする試みは、これまで国
内・国外ともに見当たりません。研究開始当
初、我々の「ECS 理論」は、ハンガリー、米
国、ドイツの研究グループが使い始め、その
有効性が認識されつつあるという状況でし
た。それらの研究では、我々の「ECS 理論」
を「一般化密度汎関数理論」あるいは「樋口
‐樋口理論」と呼び、縮退のある系、またス
ピントロニクス材料のマテリアルデザイン
を目指して磁場が印加された系に実際に応
用され始めていました。本研究は、日本発の
新しいバンド理論である「ECS 理論」をさら
に充実させ、バンド理論（第一原理理論）の
適用範囲のフロンティアを広げるものと位
置づけられます。 
 
２．研究の目的 
本研究では、この「ECS 理論」を、強相関

電子系など多様な系に適用できる形に発展
拡充することを目的としました。具体的には、 
目的1．バンド理論による電子相関の描写範

囲の拡大（ECS理論） 
目的2．時間に依存した物理現象の予言のた

めの理論構築（時間依存ECS理論） 
目的3．有限温度における物理量の予言のた

めの理論構築（有限温度ECS理論） 
目的 4．実際の物質群に適用しその有効性も

検証 
を目的としました。 
 
３．研究の方法 
(1) 対密度を基本変数に選んだ ECS 理論（目
的 1, 4） 

二次簡約化密度行列の対角要素（対密度）
は静的な電子相関の情報をすべて含んでい
ます。本研究では、目的１の電子相関の描写
範囲の拡大を目指して、「対密度を基本変数
に選んだ ECS 理論」の構築を行いました。 

構築した理論の有効性を確認するために、
原子構造計算を実行しました。原子構造に関
しては、すでに大規模な量子化学計算によっ
て正確な相関エネルギーなどのデータが蓄
積されています。われわれの「対密度を基本
変数に選んだ ECS 理論」がどの程度、電子相

関を再現するかを検証しました。数値計算手
法に関しても、本理論自身が新しいものであ
るために、計算アルゴリズムからプログラム
開発まで従来のものは使えず、これらすべて
最初から開発しました。 
(2) ECS 理論における交換相関エネルギー汎
関数の開発 (目的 1, 2, 3) 

オリジナルの密度汎関数理論の発展の歴
史を見ればわかるように、われわれの「ECS
理論」の発展に不可欠でかつ第一の要素は
「適用可能な交換相関エネルギー汎関数の
開発」です。つまり、「ECS 理論」のように新
しい密度汎関数理論を開発するとは、単に基
本定理の証明とそれを利用した一粒子方程
式の導出だけでなく、交換相関エネルギー汎
関数の近似形を開発することがセットにな
っています。そこで本研究では、「ECS 理論」
の交換相関エネルギー汎関数が満たす総和
則を導出し、それらを制限条件に交換相関エ
ネルギー汎関数の近似形の開発を進めまし
た。 
(3) 常磁性電流密度を基本変数に選んだ ECS
理論(目的 1, 2, 3) 

「常磁性電流密度を基本変数に選んだ ECS
理論」は、電流が誘起された系の基底状態を
記述するのに有用であるだけでなく、磁場下
超伝導物質の基底状態を第一原理的に扱う
理論（目的 3の有限温度 ECS 理論の一適用例）
や時間に依存した外部磁場が印加された系
を扱う理論（目的 2の時間依存 ECS 理論の一
適用例）を構築する第一段階としても重要で
す。 
「常磁性電流密度を基本変数に選んだ ECS

理論」で鍵となる交換相関エネルギー汎関数
の開発は、従来、局所密度近似や OEP 法の適
用などにとどまり、決して満足のいくもので
はありませんでした。われわれは研究期間以
前 に 、 交 換 相 関 エ ネ ル ギ ー 汎 関 数 の
vorticity 展開近似式（以下、VEA）を開発し
てきました (Phys. Rev. B 74, 195122 (2006), 
Phys. Rev. B 75, 159902(E) (2007))。本研
究では、VEA の評価および VEA における有効
ポテンシャルの開発を行いました。 
 

(4) ECS 理論の超伝導への適用(目的 3, 4) 
通常の DFT の有限温度への拡張は、マーミ

ンにより開発されています。これらの方法を
「ECS 理論」に拡張しました。まず、基本定
理の証明を行い、有限温度における電子密度
と任意物理量の両者を予言する有効一電子
方程式を導きました。次に、この有限温度 ECS
理論において、非対角長距離秩序に対応する
超伝導の秩序パラメータを基本変数に選ん
で、超伝導現象に適用する理論を議論しまし
た。特に力を注いだ点は、構築した理論を実
際に適用する際に必要不可欠な交換相関エ
ネルギー汎関数の近似形の開発です。これを



 

 

Sn に適用し、本理論の有効性も確認しました。 
 
(5) 時間依存 ECS 理論の構築(目的 2) 
 通常の DFTの時間依存する場合への拡張は、
初期の数多くの研究はありますが最終的に
はルンゲ-グロスにより決定版が出されたと
されています。しかしながら、ルンゲ‐グロ
スの理論はいわゆる「ｖ表示可能性」を仮定
したものでした。静的な場合と同様に、v 表
示可能性の仮定は仮想的な外場の導入など、
理論的に不完全な点があります。本研究では、
まずこの仮定を解除することからはじめ、次
に時間に依存した電子密度と任意物理量を
基本変数に選んだ「時間依存 ECS 理論」の構
築を行いました。 
 
４．研究成果 
(1) 対密度を基本変数に選んだ ECS 理論（目
的 1, 4） 

①有効初期理論の提案 
電子相関の描写範囲の拡大を目指して、

「対密度を基本変数に選んだ ECS 理論」を構
築しました。本理論では、単一スレーター行
列式による対密度の再現を目指しました。得
られた一粒子方程式は、ハートリー・フォッ
ク方程式に相関ポテンシャルが付加された
簡素で分かりやすい方程式です。また、本理
論における全エネルギーがハートリー・フォ
ック近似のものに比べ厳密に低くなること
も証明しました。以上より、本理論では、対
密度の探索範囲の制限があるものの、相関効
果を明確に含んだ N-表示可能な対密度を得
ることができます。その意味で、この理論は
波動関数理論のハートレー・フォック近似に
相当する「有効初期理論」(Physica B 387, 117 
(2007), Phys. Rev. B 78, 125101 (2008))
と見なせるものです。 
②有効初期理論によるテスト計算 
「有効初期理論」の有効性を確認するため

に、ネオン原子によるテスト計算を行いまし
た。探索範囲を広げる必要性は明確になった
ものの、相関エネルギーの約 2割をカバーす
ることがわかりました（目的 4: 実際の物質
群に適用しその有効性も検証）。(Phys. Rev. 
B 78, 125101 (2008), J. Phys. Condens. 
Matter 21, 064206 (2009))。 
③有効初期理論を超える試み１ 

波動関数理論がハートレー・フォック近似
を基礎にさまざまと拡張したように、対密度
汎関数理論もわれわれの「有効初期理論」を
もとに発展させることができます。本研究で
は、相関をあらわに取り込んだジャストロウ
波動関数による再現を目指した理論を開発
しました（Phys. Rev. A 75, 042510 (2007)）。 
④有効初期理論を超える試み２ 

有効初期理論を超えた新しい試みである
「素朴展開・対密度理論」を開発しました。

本理論は「有効初期理論」から得られる複数
のスレーター行列式によって対密度の再現
を目指すもので、対密度の探索範囲が N-表示
可能でかつ広範囲になるという特長があり
ます。本研究では定式化のみならず、原子系
に適用してその有効性を検証しました。その
結果、「有効初期理論」を超えて相関を取り
込むことは確認できましたが、その一方で、
運動エネルギー汎関数の近似形の限界が如
実に現れることが判明しました（Phys. Rev. 
B. 82, 155135 (2010), Int. J. Quantum Chem. 
110, 2286 (2010)）。 
⑤運動エネルギー汎関数の近似形の提案 
運動エネルギー汎関数の近似形を改善す

る目的で、運動エネルギー汎関数に対する新
しい総和則を発見しました。これら総和則は
近似形の精度を上げるために利用可能です
(J. Phys. Soc. Jpn. 80, SA122 (2011))。 
⑥対密度の探索範囲拡大 
本研究では、対密度の探索範囲拡大の試み
として、電子座標のスケーリングを利用した
手法を開発しました。原子系に適用してその
有効性を検証した結果、大規模な計算をする
ことなく大幅に対密度の誤差が縮小される
ことが確認できました。本手法は、対密度の
探索範囲を拡大する斬新かつ有効な方法で
あり、今後の発展が期待できます。（本成果
は、2011 年 8 月に開催に開催される 26th 
International Conference on Low 
Temperature Physics (LT26) および 14th 
International Conference Density 
functional Theory in Chemistry, Physics 
and Biology (DFT11)にて樋口克彦が発表予
定です。さらに論文も投稿中です。) 
 
(2) ECS 理論における交換相関エネルギー汎
関数の開発(目的 1, 2, 3) 
①「ECS 理論」の相関エネルギー汎関数に対
する漸近的境界条件 
 本研究では「ECS 理論」の交換相関エネル
ギー汎関数が満たす総和則を電子座標のス
ケーリングと漸近接続の手法により発見し
ました(Phys. Rev. B 75, 195114 (2007). 
Phys. Rev. A 81, 042505 (2010))。これら
のうち一つは、DFT の交換相関エネルギー汎
関数の近似形である PBE汎関数の開発におい
て重要な役割を果たしたレヴィーの漸近的
境界条件を「ECS 理論」に拡張したものです。
また、本研究で得られた他の総和則のうち４
つの総和則は、相関エネルギー汎関数に対す
る漸近的境界条件を与えるもので、「ECS 理
論」のみならず、DFT のレベルでも新しいも
のです。本研究で得られた総和則は全て、
「ECS 理論」の交換相関エネルギー汎関数の
近似形を構築する際に用いることができま
す。また、次の(3)で述べるように、開発済
の近似形の評価にも使用できる有用な総和



 

 

則です。 
②「ECS 理論」の相関運動エネルギー汎関数
とその総和則 
 本研究では、「ECS 理論」の交換相関エネル
ギー汎関数に含まれる運動エネルギー部分
（相関運動エネルギー汎関数）に関する新し
い総和則を発見しました(Phys. Rev. A. 79, 
022113 (2009))。相関運動エネルギー汎関数
は、「ECS 理論」における参照系と現実の多体
系の運動エネルギーの差に相当する量で、研
究期間以前に報告したヴィリアル関係(Phys. 
Rev. B 71, 035116 (2005))にもあらわれた
量です。今回得られた結果とヴィリアル関係
をあわせることで、交換相関エネルギー汎関
数に関する新しい総和則も発見しました。こ
の交換相関エネルギー汎関数に関する新し
い総和則は、ヴィリアル法にも適用できる有
用な関係式です(J. Phys. Soc. Jpn. 76, 
054302 (2007), Phys. Rev. A 78, 012501 
(2008).)。 
 
(3) 常磁性電流密度を基本変数に選んだ ECS
理論(目的 1, 2, 3) 
①VEA の評価 

本研究では、(2)①で得られた新しい総和
則（5 種類）を用いて開発済の交換相関エネ
ルギー汎関数の近似形である VEAの有効性を
評 価 し ま し た 。 従 来 の 局 所 密 度 近 似
(CDFT-LDA)は 2種類の総和則を満足しないが、
VEA は 5 種類の総和則を全て満たすことが明
らかとなりました。(Phys. Rev. B 75, 195114 
(2007), Phys. Rev. A 81, 042505 (2010))。
さらに、これまでに知られている 60 種類の
総和則で VEA の評価した結果、VEA は 77％の
総和則を満たすのに対し、CDFT-LDA は、わず
か 12％であることがわかりました。このこと
から、VEA は CDFT-LDA に比べより多くの総和
則を満たす振る舞いの良い近似式であるこ
とがわかりました（Phys. Rev. A 81, 042505 
(2010)）。 
②VEA における有効ポテンシャルの開発 

さらに本研究では、VEA による有効ポテン
シャルの導出も行いました。これにより、「常
磁性電流密度を基本変数に選んだ ECS 理論」
による電子構造計算を実行可能となりまし
た ((J. Phys. Soc. Jpn. 80, SA123 (2011)))。
また、ここで得られた有効ポテンシャルは
(4)④で述べる超伝導現象を扱う「有限温度
ECS 理論」でも用いられました。さらに「時
間依存の ECS」理論において電磁場が印加さ
れた系を扱う際にも断熱近似として用いる
ことが可能と考えられます。 
 

(4) 有限温度 ECS 理論の超伝導への適用 
①電子密度と異常密度を基本変数に選んだ
有限温度 ECS 理論の構築(目的 3, 4) 

有限温度における物理量を予言できる形

へ「ECS 理論」を拡張しました。さらに、超
伝導現象に適用すべく、基本変数として電子
密度と非対角長距離秩序に相当する異常密
度を選んだ「ECS 理論」を開発しました。こ
の「電子密度と異常密度を基本変数に選んだ
有限温度 ECS 理論」のボゴリューボフ-ドジ
ャン型方程式も導出しました。 
②交換相関ポテンシャルの開発および有効
性の実証 
①で開発した新しいタイプの方程式でカ

ギとなるのは、通常の DFT 同様に、交換相関
ポテンシャルの近似形の開発です。これまで
に、この近似形の開発に必要な交換相関エネ
ルギー汎関数の総和則を導きました。それを
もとにわれわれは、交換エネルギーの近似形
を提案し、Snに適用しました。その結果、BCS
からのずれを補正する結果が得られました。
相関エネルギーに関しても、われわれはノー
マル状態での近似形の開発には経験があり
（(2)および(3)）、これを応用すれば超伝導
状態での相関エネルギーの近似形の開発は
十分に可能であると考えています（以上の成
果は論文準備中です）。 
③有限温度ECS理論の磁場下超伝導体への適

用 

ECS理論を有限温度へ拡張した「有限温度

ECS理論」の適用例として、本研究ではさらに

「磁場下超伝導体に対する有限温度ECS理論」

の構築を行いました。本理論の基本変数は、

電子密度と異常密度に加え常磁性電流密度で

す。本理論を用いることにより、臨界温度の

みならず臨界磁場も予言可能になると期待で

きます。(本成果は、2011年8月に開催に開催

される26th International Conference on Low 

Temperature Physics (LT26) お よ び 14th 

International Conference Density 

functional Theory in Chemistry, Physics 

and Biology (DFT11)にて樋口雅彦が発表予定

です。) 
④磁場下超伝導体に対する有限温度 ECS理論
の交換相関ポテンシャルの開発 
③で開発した理論に基づいて数値計算を

行うためには、交換相関エネルギー汎関数の
近似形が必要不可欠です。本研究では、この
交換相関エネルギー汎関数の近似形の開発
にも着手しました。具体的には、ノーマル状
態における「常磁性電流密度を基本変数に選
んだ ECS 理論」の交換相関エネルギー汎関数
として開発した VEAを利用した近似形の提案
です。(本成果も、2011 年 8 月に開催に開催
される 26th International Conference on 
Low Temperature Physics (LT26)および 14th 
International Conference Density 
functional Theory in Chemistry, Physics 
and Biology (DFT11)にて樋口雅彦が発表予
定です。) 



 

 

 
(5) 時間依存 ECS 理論の構築(目的 2) 
①時間依存 DFTにおけるｖ表示可能性の仮定
の解除 
 時間依存の制限つき探索を用いることで、
基本定理である「存在定理」と「変分原理（デ
ィラック・フレンケル）」の証明に成功しま
した。これにより、時間依存 DFT が持ってい
た理論的な不完全性を取り除くことができ
たと同時に、「時間依存 ECS 理論」の構築へ
向けての準備が整いました。 
②時間依存 ECS理論の基本定理と一粒子方程
式の導出 

時間に依存した電子密度と任意物理量が
基本変数として選択可能であることを示し
ました。つまり、これらの物理量に対する「存
在定理」と「変分原理」を証明しました。さ
らに、これらの基本定理を使って、ある時刻
における電子密度と任意物理量の両者を予
言する有効一電子方程式を導きました。 

このように計画通り理論的な整備は完了
しました。次の段階は、有効理論を構築ため
にどのような物理量を基本変数に選ぶかで
す。また、電磁場が印加された系に対する時
間依存 ECS理論も本研究の成果を基礎に構築
できます。 
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