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研究分野：数物系科学 
科研費の分科・細目：物理学、数理物理・物性基礎 
キーワード：可積分系、可解格子模型、IFSフラクタル 
 
１．研究計画の概要 
代表的な可解模型のひとつである six-vertex
模型に IFS型のフラクタル構造が現れること
がわかっている。この事実を起点に、格子模
型とフラクタル幾何との関係を一般的に定
式化する。これにより、格子模型における研
究の蓄積がフラクタル幾何に翻訳され、フラ
クタル幾何において知られている諸概念を、
格子模型の統計力学に翻訳することができ
る。 
 
IFS型のフラクタルの生成規則は、各種の力
学系、確率過程に対応するものと考えること
ができる。そこで上記の事実を起点にして、
格子模型における知見と手法を、力学系、確
率過程等を含む非平衡系に応用する。さらに
格子模型の臨界現象、スケーリング、くりこ
み群の理論を、この視点から再構成したい。 
 
２．研究の進捗状況 
（１）Six-vertex模型の状態空間において Ice 
ruleをみたす配位の生成の規則は IFSによっ
て記述され、可能な配位の全体は熱力学的極
限において IFS フラクタルになる。
six-vertex 模型において対応するフラクタル
集合を構成し、そのフラクタル次元と自由エ
ネルギーとの関係を定式化した。この結果、
格子模型において境界条件を分類する
n-equivalence に加えて、可解模型での基本
的な道具である伝送行列にあたる構造が、フ
ラクタル幾何において既に知られていたこ
とが分かる。この対応関係は一般に伝送行列
によって取り扱われる格子模型で同様に成
り立つ。 
 

（２）２体の XYZ 相互作用と４体の Ising
相互作用からなる格子模型の厳密解を得て、 
その相図を詳細に解析した。 この模型はそ
の極限として 1次元と２次元の Ising模型を
含み、 また４体力による場によって相互作
用する dimer 模型とも見なせる。 これは本
質的に eight-vertex 模型であり、 それに対
応して臨界点では臨界指数が連続変化する
が、 その変換の非線形性を反映して、 相図
にはリエントラント転移が現れる。  
 
（３）細胞選別の数理モデルは、細胞どうし
が接着してパターンを形成する生物学上の
問題を数理モデル化したものであるが、その
最も簡単な場合は格子上のスピン模型であ
る Ising 模型と等価である。このうち２次元
正方格子について、Ising 模型の転送行列は
１次元のXY模型および transverse Ising 模
型のハミルトニアンと可換、したがって同時
対角化可能であり、その結果、後者と等価な
生物系のモデルであれば、それは細胞選別の
モデルと等価であるがあることがわかる。ス
ピン格子模型を経由したこの一連の等価性
を通じて、一見異なる生物系、生態系どうし
が共通の数理構造を持つ可能性を指摘した。  
 
３．現在までの達成度 
区分：②おおむね順調に進展している。 
理由：Six-vertex模型のフラクタル構造の基
本的な定式化を終えた。格子模型の新しい可
解な例として eight-vertex 模型と等価な
dimer模型を見出した。また格子模型におけ
る等価な系列の代表例である２次元 Ising 模
型・１次元量子系の等価性に相当する、生物
系の意味のある問題を見出した。 
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４．今後の研究の推進方策 
可解模型のフラクタル構造については、さら
に一般の格子模型について解析し定式化す
る。格子模型の数理構造は、非平衡系や複雑
系にかなりの程度で応用可能であるように
思われ、これについて具体例を蓄積したい。 
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