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研究成果の概要： 

プレストレスを受けた圧縮性弾性積層材料の主軸以外の方向にも調和波が伝播する特性に

ついて検討した.本研究では完全な結合状態にあるプレストレスを受けた 2 つの材料からなる

圧縮性弾性積層材料を対象として，その積層材料中の調和波の伝播特性について検討した．ま

た、本研究では不完全な結合状態にあるプレストレスを受けた圧縮性弾性層状対称複合材料を

対象として，その複合材料中の調和波の伝播特性について検討した．さらに予荷重を受けた圧

縮性弾性媒体における可動性円柱剛体介在物による平面ＳＨ波の分散について研究した． 
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１．研究開始当初の背景 
 

準静的大変形時における重ね合せ増分運動

に関する既往の研究は，ほとんどが主方向へ

の波動伝播を扱ったものである．一方，本研

究では任意の方向θへ伝播する波動を扱う

ため，既存の解を特殊なケースとして含むと

いう意味で一般化された解を与える点が特

色である．本研究の成果は，積層複合材料の

製造時や使用時における損傷および材料評

価，ひいては補修や部材交換時期の検討にも

有用なものである．実際，本研究により上述

のモデルに対して分散特性の解析が可能に

なった段階で，積層複合材料中の介在物やク

ラックが分散関係に与える影響といったよ

り実際的な問題についても検討を行うこと

を予定している．予荷重を受けた複合材料中

の波動伝播挙動は非常に複雑であるため，理

論的な伝播挙動の理解無くして，波動現象を

利用した非破壊評価の実現は困難である．ま

た，主方向へ伝播する波動の分散性は既往の

研究である程度調べられているが，複雑な構



造物に使用されている複合材料の検査では，

トランスデューサから主方向へ波動を入力

することはほとんどの場合不可能である．以

上の理由から，主方向以外への波動伝播を三

次元問題として解析する本研究は，既存の波

動場の解を一般化するという基礎研究分野

における意義だけでなく，予荷重を受けた複

合材料の非破壊評価を実用化する上でも重

要かつ不可欠なものであると言える． 
 
２．研究の目的 
 

本研究の目的は，予荷重を受け非線形弾性領

域にある(a)二材料積層複合材料及び(b)対

称積層複合材料中を，主軸以外の方向にも波

動が伝播する３次元波動問題を理論的に解

析することである．積層複合材料の健全性を

超音波などの波動現象を使って非破壊的に

診断するには，材料の損傷も伝播する波動場

も三次元的であることから, このように面

内-面外方向の挙動がカップルした波動場の

三次元解析が重要である．また，理論解析を

行うことによって得られる結果は，最終的に

は数値解を求める必要があるにせよ，支配方

程式を直接解く数値解析法よりも時間，精度

の面で格段に優れている．さらに，理論解が

得られれば，各種解析モデルのパラメータが

結果に与える影響を直接調べることができ

るため，損傷度や材料定数評価のような逆問

題への貢献は非常に大きい．本研究では，具

体的には，平面内の主軸方向から角度θをな

す方向へ波動が伝播する問題を考える．今回

得られる理論解は，既往の研究で得られてい

る特定の伝播方向θに対する解と比較を行

う．以上により，積層複合材料における波動

場のカップリング現象を解明する． 

 
３．研究の方法 
 
予荷重をうける非圧縮二材料積層複合材料

の主方向以外への波動伝播について，理論的

な検討を行う．解析対象としては，波動伝播

方向が平面内の主軸方向から角度θをなし

ている場合を取り扱う．ここでは材料の界面

を完全結合と仮定し，増分境界値問題として

定式化することで，伝播マトリックス法を用

いて，高精度に分散関係を求める．なお，分

散関係は，一般化ひずみエネルギー関数を有

す る 材 料 に 対 し て 解 析 を 行 い ，

Mooney-Rivlin 材料に対して数値解を求める

予定である．そして，位相速度-波数関係，

周波数-波数関係を表わす分散曲線を求める． 

以下に，本研究における検討手法について説

明する． 

(a)波動分散特性：積層材料中を伝播する波

動の速度は，波数に依存すると考えられ，そ

れは分散関係，すなわち，分散特性曲線によ

り関係付けられる．この分散特性曲線は，本

研究で実施するように，理論的,数値的計算

により求めることができると考えられる． 

(b)安定性解析：波動分散特性の明確化によ

り求められる位相速度が全て正であるなら

ば，その複合材料は安定であると考えられる．

なかでも，波動分散特性から得られる限界曲

線は，予荷重状態の最大，最小限界，さらに

は，積層材料の場合には，安定な領域の限界

を表すものである．この予荷重状態の最大，

最小限界を明らかにすることが，複合材料の

座屈など不安定挙動の把握・防止に不可欠で

あり，層状複合材料においてもそれが安定性

を解析するための理論的な手法となる． 

 
４．研究成果 
 
4.1) プレストレスを受けた厚さ の圧縮弾

性積層材料中を非主軸方向に伝播する
調和波の特性． 

2h

この場合、 1 3x x 平面はその層の中央平面と一
致しており， 2x 軸はその層に対して垂直であ
る。波動の伝播方向は 3x 軸から角度θ の方向
である．得られた分散関係は以下に示すとお
りである． 
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ここに q m は特性方程式の根である． 2 ( 1,2,3m )=
 
 
 
 
ただし、 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
であり、また 
     は一次瞬間弾性係数の四次テンソルに
おける要素である． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
以下に示すパラメーターを持ったBlatz-Ko材
料から構成される層について計算結果を示
す． 
 
 

/2θ π= における平面ひずみ状態での伸張波と

屈曲波の分散曲線を SH 波の結果と共に図

4.1(a), (b)に示す．SH 波は 0, /2θ π= のみにおい

て，伸張波あるいは屈曲波と無関係な挙動を示

す。他の伝播方向の場合は SH 波と伸張波ある

いは屈曲波を分けることはできない. と
したとき，伸張波において基礎モードの位相
速度は有限の極限に近づき，一方で屈曲波に
おいては基本モードの位相速度は小さくな
っていき，他の高次モードでは無限の位相速
度になる．kh としたとき，伸張波と屈曲

波は両方とも同じ極限に近づく．その位相速
度は表面波の速度，界面波の速度もしくはそ
の層の位相速度の極限に近づいている． 
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Fig. 4.1 /2θ π= に対する(a) 伸張波, (b)屈曲

次の分散曲
線  
波の基本モードと 15モード高

プレストレ

 
4.2) プレストレスを受けた二つの材料から

なる圧縮弾性積層材料中を伝播する調
和波の伝播特性． 

この場合、対称波と反対称波の場合における 
分散関係は別々にすることができない．その 
分散関係は以下の式から与えられる． 
 

スを受けた二つの材料からなる
積層は，厚さ の上層と，その層と完全結合
している厚さ の下層から構成されている． 
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ここに q m  は特性方程式の根である． *2 ( 1,2m )=
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ただし， 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
以下に示すパラメーターをもった２パラメ
ーターの圧縮性 neo-Hookean 材料に関して計
算結果を与える． 
 
 
 
分散曲線と周波数スペクトルは図 4.2(a)及び

図 4.2(b) にそれぞれ示す．kh としたとき，

図 4.2 (a)から 基本モードとその次の低次モ

ードの 2 乗位相速度は 

0→

(1) (2)
01 02,  ξ ξ ξ ξ→ →  と

いうように有限の極限に近づく．そして，他

の 高 次 モ ー ド に お い て は 
 というように無限の位

相速度を持つ．kh のとき，基本モードは

表面波の速度に近づき，他の高次モードでは

複合材料中を通る波の 2 乗位相速度の極限に

近づく．図 4.2(b)の周波数スペクトル図より，

のときすべてのモードにおける周波

数がカットオフ周波数に近づき，さらに，基

本モードと 2 次モードのカットオフ周波数が

ゼロとなることがわかる． 

( ) , ( 3,  4,...)n nξ →∞ =
→∞

0kh →

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 
 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
Fig. 4.2 基礎モードと次の15モード高次の(a) 

分散曲線と(b)周波数スペクトル 
 
4.3) 不完全な結合状態にあるプレストレス

を受けた圧縮性弾性層状対称複合材料
中を伝播する調和波の特性． 

プレストレスされた積層材料は，内側が厚さ
の層，外側が の層から構成されている． 2d h

調和波は 1x 方向に伝播し， 2x 方向を積層複
合材料の自由表面に垂直な方向とする．対
称波と反対称波における分散関係，分散曲線
そして周波数スペクトルの詳細は Ref. [1]に
示す．ここでは計算例として，以下に示すパ

メーターをもった２パラメーターの圧縮
性 neo-Hookean 材料に関していくつかの計算
結果を示す．  
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xk はせん断におけるばね係数である． 
分散曲線と周波数スペクトルは図 4.3(a)及び

図 4.2(b) にそれぞれ示す．kh としたとき，

図 4.3 (a)から 基本モードにおける対称波の 2
乗位相速度は
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(1) S
Sξ ξ→ というように有限の極

限に近づく．一方で，基本モードにおける反
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き ， 他 の 高 次 モ ー ド で は

 ，即ち，2 乗位相速度

は無限大となる．kh のとき，対称波と反

対称波は両方とも漸近極限をとる．図 4.3(b)
の周波数スペクトル図より  のとき基

本モードにおける反対称波は，カットオフ周

波数を持たず，限界２乗位相速度が負となり，

対象波は の時ゼロとなるような有限

の限界位相速度を持つことがわかる． 
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Fig. 4.3 基本モードと次の 15 モード高次の(a) 

分散曲線と(b)周波数スペクトル （実線：対

称波、点線：反対称波） 
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