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研究成果の概要（和文）： leave-one-out CV 規準から leave-k-out CV 規準までを重みを付けて
足すことにより CV 規準のバイアスを O(n-2k) に減らしたバイアス補正 CV 規準と，ジャック
ナイフ法でバイアスを評価することでバイアスを O(n-3) に減らしたバイアス補正 CV 規準を
提案した．さらに，正規性を仮定した多変量リッジ回帰におけるリッジパラメータの選択ため
の Cp規準において，バイアスを完全に除去した Cp 規準を提案した． 
 
研究成果の概要（英文）：We proposed two bias-corrected CV criteria, one is reducing the bias 
of CV to O(n-2k) by the weighed sum of leave-k-out CV criteria, and the other is reducing the bias of CV 
to O(n-3) by applying the jackknife method to an evaluation of the bias. Moreover, we proposed an 
unbiased Cp criterion for multivariate ridge regression under the normal assumption. 
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１．研究開始当初の背景 
価値観や生活様式の多様化により，社会現象
が複雑化してきている今日において，複雑化
した現象を表現するために，B-スプラインや
ニューラルネットワークなどの多変量ノン
パラメトリックモデルのような従来の線形
モデルよりも柔軟な統計モデルでの解析が
求められている．ノンパラメトリックモデル

の最適化を尤度関数の最大化により行うと，
強度にデータに依存した結果になるため，実
解析上あまり好ましくない．そのため，罰則
付き対数尤度関数の最大化により最適化を
行うことが通常よく用いられる手法である
が，罰則項を制御するハイパーパラメータに
より結果が大きく変化してしまうため，その
選択問題は非常に重要な問題であると言え



る．ハイパーパラメータの選択問題において，
赤 池 情 報 量 規 準  (Akaike’s Information 
Criterion; AIC, Akaike, 1974, IEEE Transactions 
on Automatic Control) に代表される情報量規
準の最小化により最適なハイパーパラメー
タを選ぶ方法が最も頻繁に用いられる手法
である．情報量規準はカルバック＝ライブラ
ー情報量等の真のモデルと候補のモデルに
関する予測ダイバージェンスに基づくリス
ク関数の推定量であるため，第一にそのバイ
アスが問題となり，必要であればそのバイア
スを補正することを考えなくてはならない．
情報量規準はモデルの当てはめの良さを測
る標本ダイバージェンスにモデルの複雑さ
に関する罰則項を足すことで定義される．も
し候補のモデルのパラメータ数が増えれば，
標本ダイバージェンスは小さくなるが，その
分モデルの複雑さは大きくなる．情報量規準
が小さくなるモデルとは，モデルのあてはま
りの良さと複雑さがちょうど釣り合ったモ
デルであると言える．このとき，バイアスが
大きくなることは，モデルの複雑さが大きく
または小さくなることに対応し，過大なバイ
アスのため，必要以上に単純なモデル，また
は複雑なモデルが選びやすくなってしまう
危険性がある．そのため，最終的なモデルの
決定において深刻な間違いを起こす可能性
がある．一方，クロスバリデーション 
(Cross-Validation; CV, Stone, 1974, Journal of 
the Royal Statistical Society Series B) 規準は，
AIC などその他の情報量規準よりもバイア
スが小さい規準量であることが知られてい
る．しかしながら，バイアスが小さいといえ
ども，標本数が小さいときやモデルの未知パ
ラメータ数が大きいときに，無視できないバ
イアスが存在する可能性がある．より良いモ
デルを選ぶためには，よりバイアスの小さい
情報量規準が必要となる． 
２．研究の目的 
AIC に代表される情報量規準はカルバック
＝ライブラー情報量等の予測ダイバージェ
ンスに基づくリスク関数の推定量であるた
め，そのバイアスが問題となり，必要に応じ
て補正を考えなくてはならない．最も簡単で
よく用いられるバイアス補正法は，テーラー
展開により得たバイアスの漸近展開式を用
いる方法であるが，そのような補正法では，
理論的にはバイアスを補正しているが数値
的にはほとんどバイアスを補正していない
という状況がしばしば起こる．漸近展開によ
り求めた補正項は真の分布の高次キュムラ
ントに依存していることが多く，実際に補正
に用いるためにはそのキュムラントの推定
量を使用する必要がある．しかしながら，こ
のような高次キュムラントの推定量は標本
数が少なくないときですら大きなバイアス
を持ち，その結果，バイアス補正項がうまく

推定されないということが起きる．一方，CV 
規準は，AIC などのその他の情報量規準より
もバイアスが小さい規準量であることが知
られているが，小さいといえども，無視でき
ないバイアスが存在する可能性がある．本研
究の目的は，漸近展開式を利用してバイアス
を補正する従来の方法ではない方法により 
CV 規準のバイアス補正を行い，できるだけ
バイアスの小さい規準量を提案することに
ある． 
３．研究の方法 
本研究の目的は，バイアス項の漸近展開式を
導出し，その展開式の初項または第二項での
未知パラメータを推定量で置き換えたバイ
アス補正項を加える従来のバイアス補正法
を用いることなく，ハイパーパラメータ選択
のための情報量規準のバイアスを補正する
ことである．しかしながら，実際に用いない
といえども，バイアス項がどのような形にな
っているか調べることは重要である．実際に，
罰則無しの対数尤度関数により未知パラメ
ータの推定し，カルバック＝ライブラー情報
量によりモデルを評価した場合での CV 規
準のバイアスの漸近展開式は，Yanagihara, 
Tonda & Matsumoto (2006, Journal of 
Multivariate Analysis) により求められている
が，未知パラメータを罰則付き対数尤度関数
により推定し，モデルの評価にカルバック＝
ライブラー情報量を用いた場合での CV 規
準のバイアスの漸近展開式はまだ求められ
ていない．また，実際のバイアス補正には以
下のような方法を用いる．従来の CV 規準は 
n-1 個の Calibration-Sample により予測モデ
ルを構築し，残りの 1 個の Validation-Sample 
により予測モデルのあてはまりを測るもの
であるが， n-k 個の Calibration-Sample によ
り予測モデルを構築し残りの  k 個の 
Validation-Sample により予測モデルのあては
まりを測っている CV 規準，leave-k-out CV 
規準もある．もちろん，従来の CV 規準は 
leave-one-out CV 規準である．これらの 
leave-one-out CV 規準から leave-k-out CV 規
準までの重み付き和により，CV 規準のバイ
アス補正を行う．実際のバイアスをうまく補
正するためには，この重みに関する係数をう
まく選ぶ必要がある．これらの係数は真の分
布の未知パラメータに依存しない形になる
ことが予想される．このような係数の具体的
な形を求め，本研究の目的の一つであるバイ
アス補正問題を解決する．また，1 回目の繰
り返しブートストラップで得たバイアス補
正項から k 回目の繰り返しブートストラッ
プで得たバイアス補正項までの重み付き和
によりバイアス補正を行う，繰り返しブート
ストラップ法によるバイアス補正法 (Hall & 
Martin, 1988, Biometrika) でも同様なバイア
ス補正を行うことが出来る．しかしながら，



繰り返しブートストラップ法では，その繰り
返し回数が増えれば増えるほど推定値が不
安定になる．一方，本研究でのバイアス補正
法は繰り返し回数の増加による推定値の不
安定さは繰り返しブートストラップ法に比
べ小さい．さらに，実際のバイアス補正のオ
ーダーは繰り返しブートストラップ法によ
るバイアス補正よりも小さくなることが予
想される．これら二つの補正法の違いや関連
性もバイアス補正に用いる重みに関する係
数を比較することにより明らかにする． 
４．研究成果 
情報量規準のバイアス項がどのような形で

展開されているかを明らかにするため，未知

パラメータの推定に用いる関数とモデルの

評価に用いる関数が異なる場合での CV 規
準のバイアスの展開式を n-1 項まで求めた．

同様の計算で一般化情報量規準 (Generalised 
Information Criterion; GIC, Konishi & Kitagawa, 
1996, Biometrika) のバイアスの展開式も n-1 
の項まで求められた．バイアス補正はバイア

スの漸近展開式を利用する方法ではなく，

leave-one-out CV 規準から leave-k-out CV 規
準までを重みを付けて足すことにより行っ

た．バイアスをうまく補正するためには，こ

の重みに関する係数をうまく選ぶ必要があ

り，これらの重みに関する係数の一般形を具

体的に求めた．この規準量のバイアスは 
O(n-2k) となる．また，提案したバイアス補正

法と，繰り返しブートストラップよるバイア

ス補正法は非常に似たものとなり，新しいバ

イアス補正情報量規準での係数は繰り返し

ブートストラップ法によりバイアス補正を

施した規準量での係数に収束することがわ

かった．また，バイアス項をジャックナイフ

法で推定することにより，新たなバイアス補

正 CV 規準を提案した．この新たな CV 規
準 に は ， leave-one-out CV 規 準 か ら 
leave-k-out CV 規準までを重みを付けてバイ

アスを補正したバイアス補正 CV 規準と同

様に，具体的な展開式を求めなくてもバイア

ス補正規準を計算することができる利点が

ある．バイアスのオーダーは CV 規準のバイ

アスが O(n-2) であるのに対して O(n-3) とな

り，重み付き和による補正よりも低次になる

が，簡単に求めることができるといった利点

を持つ．一方，CV 規準は計算時間かかかり

すぎるという欠点がある．計算時間の短縮の

ために，モデルや規準量を限定した下でバイ

アス補正を試みた．まず，正規性を仮定した

多変量リッジ回帰におけるリッジパラメー

タの選択ための Cp規準において，バイアス補

正を行った MCp規準を導出した．この規準量

はバイアスを補正しているだけでなく，従来

の Cp 規準よりも分散が小さいものになって

おり，実際にはリスク関数の最小分散不偏推

定量となっている．数値実験の結果，ほとん

どの場合，MCp規準でリッジパラメータを最

適化した方が，Cp規準により最適化するより

も予測 MSE が小さくなることがわかった．

しかしながら, リッジ回帰において, 情報量

規準を最小にする最適なリッジパラメータ

は陽な形で求めることができず，最適解を求

めるためには計算機による繰り返し計算が

必要となる．一方, Hoerl and Kennard (1970, 
Technometrics) では, リッジパラメータを説

明変数の個数まで追加した一般化リッジ回

帰も提案されている．この一般化リッジ回帰

を多変量に拡張した．リッジ回帰では LSE 
を一様に縮小しているのに対し，一般化リッ

ジ回帰では個々の変数ごとに縮小する度合

いが異なるため，リッジ回帰より柔軟な縮小

推定が行えると期待できる．多変量一般化リ

ッジ回帰においても，リッジパラメータ選択

のための MCp 規準を提案した．この MCp 規

準もリッジ回帰の場合と同様に，バイアスを

補正しているだけではなく，分散も改善して

おり，リスク関数の最小分散不偏推定量とな

っている．最適化を必要とするリッジパラメ

ータが増加しているにもかかわらず， Cp 規

準や MCp 規準を最小にするリッジパラメー

タは陽な形で求めることできることがわか

った． また，Cp 規準で最適化したリッジパ

ラメータは，分散共分散行列を既知としたと

きの経験ベイズ法により得られた推定量に

分散共分散の不偏推定量を代入したものと

一致することもわかった．さらに，数値実験

により，ほとんどの場合，MCp規準でリッジ

パラメータを最適化した方が，Cp規準により

最適化するよりも予測 MSE が小さくなるこ

とがわかった．一般化リッジ回帰で言えば，

予測 MSE を最小にするリッジパラメータが

未知パラメータを含んだ形で陽にかけるた

め，それらの未知パラメータを推定量に置き

換えることで，情報量規準の最小化とは異な

った，リッジパラメータの最適化法が考えら

れる．それらの最適化法は，単変量の場合に

おいて，提案されていた．これら結果を多変

量に拡張し，新たなリッジパラメータの最適

化法を提案した．具体的には，予測 MSE を

最小にするリッジパラメータの未知回帰係

数行列と分散共分散行列に LSE と不偏推定

量を代入する方法，LSE ではなく，上記のリ

ッジパラメータを考慮した一般化リッジ回

帰推定量を代入したもの，その代入を無限回

繰り返したものの 3 通りである．数値実験の

結果より，未知パラメータ行列が小さい場合



は無限回繰り返す方法が，未知パラメータ行

列が大きい場合は，従来の LSE を代入する方

法が予測 MSE を小さくすることがわかった．

平均的にみれば，MCpで最適化する方法が最

も良いこともわかった．  
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