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研究成果の概要：ランク 3 以上のサブスティテューションに対し, その可逆性とサブスティテ

ューションに対して決まる指標との関係を与えた. また, 可逆性と連結性について, ランク 2 

の結果の反例となる, 非可逆（可逆）であるが R-フラクタルが連結（非連結）となる例を発見

した. 自由群上の同型写像については, サブスティテューションの場合と同様に扱うことので

きるクラスを設定し, R-フラクタル, タイリングの生成方法を与えた.  
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１．研究開始当初の背景 

 

ランク N の サブスティテューションと呼
ばれる, アルファベット A={1,…,N} に関す
る自由モノイド上の自己準同型写像につい
て, 次のことが知られている. （サブスティ
テューションをσと書くことにする. ） 

サブスティテューションσ に対して   
σ(j)に現れる文字 i の発生数により N×N
行列 Mσを定義したとき, その固有多項式が
既約, 定数項が±1, 最大固有値が Pisot 数
という, 既約, ユニモジュラ, Pisot 条件を
仮定しておく. σの不動点(周期点)となる

片側無限列 ω から Full shift 上の距離を
用いて Ωσ := Closure of {S(ω)| n≧0 }
と定義したとき, シフト変換 S (但し, S(a1 
a2 a3 …) := a2 a3…となる Full shift 上
の変換)を用いて, Substitutive Dynamical 
System とよばれる記号力学系 (Ωσ,S)を構
成することができる.  

この力学系 (Ωσ,S) の幾何学的な表現と
して（正確には空間的同型となる力学系）, 
境界がフラクタルとなる集合 Xσと, その集
合上の領域変換 E からなる力学系 (Xσ,E)
の存在が知られている. （フラクタル図形   
Xσ を R-フラクタルと呼ぶことにする. ） 
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本研究分野において, 主に次の３つの視
点より研究が行われている.  

「タイリング」：R-フラクタルを用いた周
期的タイリング, N 個の分割タイルを用いた
準周期タイリング. 

「力学系」：N 次元トーラス上の回転と同型
になる R-フラクタル X 上の領域変換 E, 
行列 Mσに関するマルコフ分割の構成. 

「数論」：ベータ展開とその周期性. 
 

そういった中, 研究開始当初ごろから, 
先にあげた 3 条件（既約, ユニモジュラ, 
Pisot）を満たさない場合について研究が行
われ始めた. また, 数論的手法により研究
を行っているグループによって, R-フラクタ
ルの幾何学的な特徴に関する研究も行われ
ていた.  
 

 

２．研究の目的 

 
R-フラクタルの生成方法として, 射影法を
用いる方法とタイル変換（1 次元双対拡張 
E1

*(σ)）を用いる方法（以後, タイル変換法
と呼ぶ. ）があるが, 本研究ではタイル変換
法を用いて R-フラクタル, さらにタイリン
グを生成する手法をとっている. また, サ
ブスティテューションσに対する k次元拡張  
E k(σ) や k次元双対拡張 Ek

*(σ)を用いて研
究を行う. タイル変換を用いる大きな利点
は, R-フラクタルの幾何学的な特徴を捉えや
すい, 具体的には, その境界を直接的に計
算して生成できるという点である. タイル
変換法は, 先の 3条件を満たす場合にはすで
に確立されている.  

そこで, 本研究の主目的は, 次の 3つであ
る： 

 
（１）サブスティテューションの可逆性の 
判定 
 

ここでは詳しくは述べないが, 与えられたサ
ブスティテューションσに対し, σの N 次元
拡張 E N(σ) を定義できる. （N=2 の場合は,  
E N(σ) はσ(121-12-1) を計算するのと同等
である. ）また E N(σ) により, σに対し, あ
る指標 d（１以上の整数）が決まる. ランク
2（N=2）の場合はσが可逆であることの必要
十分条件として, d=1 という結果があり, さ
らに, 任意のランクに対しては，必要条件で
あることが知られている. (但し, サブステ
ィテューションσが可逆であるとは, σを
自由群上の自己準同型写像としたとき, σ
が逆写像をもつことである.) そこで, 本研
究の目的は，その十分性を議論することであ
る． 
 

（２）R-フラクタルの幾何学的特徴 
 
ランク 2 のサブスティテューションの R-フ
ラクタルは連結 (線分, 区間), あるいは非
連結になるが, R-フラクタルが連結であるた
めの必要十分条件はサブスティテューショ
ンが可逆であるとう結果がある. そこで, 
本研究では, ランク 2 における結果が任意
ランクにおいても成り立つかどうかを調べ, 
サブスティテューションの可逆性と R-フラ
クタルの幾何学的特徴の関係について研究
を行う.   
 
（３）自由群上の準同型写像を用いた  
R-フラクタルの生成方法 
 
サブスティテューションとは, アルファベッ
トに関する自由群上の準同型写像を自由モ
ノイド上に制限したものである．そこで，本
研究の目的は，サブスティテューションに対
して確立されていたタイル変換法を自由群
上の同型写像まで拡張し, R-フラクタルとタ
イリングを生成するための手法を確立する
ことである． 

 
 
３．研究の方法 

 

研究目的（１）について：サブスティテュー
ションが可逆ならば, 行列 Mσの行列式は±1

となるので, 行列式が ±1 となるような行
列を与え, それに対するサブスティテューシ
ョンを計算機によりすべて発生させ, サブス
ティテューションσの N 次元拡張 E N(σ) か
ら決まる指標 dと可逆性との関連性を調べた. 
ランク 2 の結果から, d=1 ならば可逆である
ことが予想できるが, σを自由群上の準同
型写像まで拡張すると, この結果が成り立
たない例が知られている. そこで, 反例が
上る可能性があることを前提に解析を行っ
た.  
 

研究目的（２）について：（１）で発生させ
たランク 3 のサブスティテューションたち
に対して, R-フラクタルを生成し, その幾何
学的特徴, 特に連結性について解析を行った. 

Dekking による, 自由群上の準同型写像に対
してフラクタル曲線を生成する方法がある
が, サブスティテューションσが可逆な場合, 

R-フラクタルの境界は, その逆写像σ-1 から
生成できる. しかし, 非可逆な場合について
は, そのような境界を生成する準同型写像の
存在は知られていない. 非可逆な場合に対し, 

境界を生成する準同型写像をみつけ, その上
で R－フラクタルの連結性などを解析した. 

 

 



 

 

（３）自由群上の同型写像について, サブス
ティテューションの場合と同様にタイル変
換法を用いてR-フラクタル, タイリングが生
成できるための条件を与え, その条件を満た
す同型写像に対して, タイル変換法の拡張を
行った.  

 

 

４．研究成果 
 
研究目的（１）について：ランク 3, 4, 5 の
サブスティテューションを大量に発生させ, 
それぞれのサブスティテューションの N次元
拡張 E N (σ) から決まる値 d をコンピュー
タで計算し, 可逆性との関係を調べた結果, 
ランク 2の結果の反例に当たるものは見つか
らなかった. また, d=1 であることの必要十
分条件として, R-フラクタルの境界生成に用
いられる N-1 次元双対拡張 EN-1

*(σ) が可逆
であるという, 弱い意味での必要十分条件
を示した. サブスティテューションに関す
るさまざまな結果において, ランク 2とラン
ク 3以上では, 多々, ギャップが生じること
を踏まえると, 任意ランクに対しても d=1 
であることとσが可逆であることが同値と
なるであろうことを予想できたことは, こ
の先の研究において重要であり, 今後の展
望として, 任意ランクでの必要十分性を示
すことを挙げる.  
 
研究目的（２）について：ランク 2の場合, 可
逆ならば R-フラクタルの幾何学的特徴とし
て, 連結であるが, ランク 3の場合, 可逆だ
が非連結, 非可逆だが連結となる例([例 1], 
[例 2] 参照)を発見した. これは, ランク 2 
の場合の, サブスティテューションの可逆
性と R-フラクタルの連結性に関する結果の
反例を与えたという意味で重要である.  

サブスティテューションが可逆な場合は
R-フラクタルの境界は逆写像を用いて, 
Dekking の方法により生成できることが知
られているが, 非可逆な場合は, 一般的に
境界を決める自由群上の準同型写像は分か
っていない. そこで, いくつかの例に対し, 
サブスティテューションの N-1次元双対拡張  
E N-1

*(σ) から, 境界に関する準同型写像を
求める手法を提案した. これにより, 非可
逆な場合でも準同型写像を用いて, R-フラク
タルの境界の解析が可能となった. 非可逆
な例 2 に対しては, 境界を生成する準同型
写像として次のような非可逆な準同型写像
θを発見した.  
θ(1)= 12-1, θ(2)=213-11-121-1, 
θ(3)= 331-1 

 
今後の展望として, すべての非可逆なサ

ブスティテューションに対して境界を生成

するための準同型写像を決める手法を確立
することを挙げる.  
 
[例 1] 可逆：σ(1)= 1213211,  
σ(2)=121321, σ(3)= 1132 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
[例 2] 非可逆：σ(1)= 1213121,  
σ(2)= 123112, σ(3)= 1213 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
研究目的（３）について：自由群上の同型写
像を σ としたとき, σ＝δ-1 ∘φ∘δ を満
たすようなサブスティテューションφ と同
型写像 δ が存在するような同型写像 σ 
のクラスを設定した. その中で, サブステ
ィテューションφ (φ(1)= 1a2,φ(2)=1) と
同型な 

σ(1)= 1b2,σ(2)=(1b2) –(b-a)1, a<b, 
で与えられたランク 2 の同型写像について, 
タイル変換と適切なパッチ（シード）を用い
て, タイリングを生成することができた. 
また,  

σ(1)= 12-11, σ(2)= 12-1 
で与えられた同型写像についても, タイリ
ングと, ある直線に近い格子点を通る折れ
線 Stepped Surface (図 1 参照)の生成方法
を決めた. 既存の研究では扱われていない
同型写像のクラスを設定し, さらにタイリ
ング生成方法を与えたという意味で重要な
結果である.  
 
 
 
 
 
 



 

 

[図 1]タイリングと関係した, Stepped 
Surface  
 
 
 
 
 
 
    
 
 
 
 
今後の展望として, 今回の手法が応用できる
ようなδの条件を見つけること, また, ラ
ンク 3以上の同型写像についてその手法を確
立することを挙げる. さらに, 近年におい
て活発に議論され始めている, サブスティ
テューションの 3条件を満たさない場合に対
しても, この手法の応用方法を探っていく
ことを, 展望として挙げる.  
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