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研究成果の概要（和文）：本補助金による研究成果は、時間に依存する係数を持つ双曲型偏微分

方程式の初期値問の解の漸近挙動に関するものである。本研究の中で新たに導入した漸近解の

構成に関する技術を応用することによって、係数の滑らかさの特性を考慮した、より精密な解

の漸近挙動の解析が可能となり、波動方程式、消散型波動方程式などのエネルギー評価に関し

て、従来の研究結果を大きく改善することができた。 
 
研究成果の概要（英文）： We studied the asymptotic behavior of the solution to the Cauchy 
problems of hyperbolic partial differential equations with variable coefficients. In this 
research we succeeded to improve the energy estimates for wave equations and dissipative 
wave equations by applying a new method to construct the asymptotic solutions taking 
account of the smoothness of the coefficients. 
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１．研究開始当初の背景 

偏微分方程式において、その係数が定数で
ある場合と変数である場合とでは、解の挙
動が大きく異なる場合がある。波動方程式
を代表とする双曲型偏微分方程式の初期
値問題において、時間変数に依存する係数
は外力の変化を記述するため、その解は定
数係数の場合と全く異なる挙動をする可

能性がある。特に、係数が振動や退化をす
る場合、ある種の共鳴現象や方程式の構造
そのものが変化する可能性があるため、こ
れら変数係数ならではの特性を解析しよ
うとする場合、定数係数からの摂動という
立場からの従来の手法では不十分である。 
ここで、特に最も単純は波動方程式と、よ
り一般の 2回双曲型方程式に関しては、次
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のような研究の背景があった。 
 
(1) 波動方程式において、係数が時間変数に

依存しない場合、解の総エネルギーは時間
発展に関して保存される。しかし、伝播速
度を変化させる外力の影響を考慮し、係数
が時間に依存して変化するモデルでは、一
般にエネルギー保存則は成り立たない。更
に、係数が微分可能でない程度に外力の時
間変化が急激な場合には、その特異性が初
期値の微分可能性を奪い、エネルギーが有
限時間で爆発するような状況も起こりう
る。このように、変数係数波動方程式の解
の性質は、係数が微分可能であるか否かに
よって大きく異なる。実際、係数が微分可
能でないことによって引き起こされる解
の特異性については、既に詳細な研究結果
がある。しかしその一方で、係数が微分可
能、さらに高回微分可能な場合に、それが
解の性質にどのように寄与するのかを考
察した結果はほとんど存在していなかっ
た。 

 
(2) 本研究開始前年度までの本研究代表者

らによる研究によって、変数係数波動方程
式、および、より一般の 2階双曲型方程式
の適切性の問題において、係数の 2回微分
可能性が本質的に意味を持つ幾つかの研
究成果が得られていた。しかし、それを超
える係数の滑らかさが寄与する研究結果
は存在していなかった。 

 
２．研究の目的 
(1) 伝播速度が時間に依存する波動方程式
の初期値問題において、係数の高回微分可能
性がより精密なエネルギー評価に寄与する
ための条件を明らかにする。 
 
(2) 消散型波動方程式の初期値問題におい
て、時間に依存する消散係数の高回微分可能
性が、エネルギー減衰評価に寄与するための
条件を明らかにする。 
 
(3) 弱双曲型方程式において、係数の滑らか
さと退化のオーダーが Gevrey 適切性に与え
る影響を明らかにする。 
 
３．研究の方法 
本研究の基礎となっているのは、本研究代表
者による 2006 年の研究成果（F. Hirosawa, 
Global solvability for Kirchhoff equation 
in special classes of non-analytic 
functions. J. Differential Equations.  
230 (2006), no. 1, 49-70）において導入さ
れた、Liouville 型常微分方程式に対する係
数の高回微分可能性を用いた新たな漸近解
の構成方法である。これを偏微分方程式の解

析に応用することにより、特に高周波領域に
おいて、解の精密な解析が可能となる。しか
し、実際に上記の(1)～(3)の目的を達成する
ためには次の問題を解決する必要がある。 
(Q1) 低周波領域の評価をいかにして行うか。 
(Q2) Liouville型に帰着できない消散型波動

方程式をどのように扱うか。 
(Q3) 弱双曲型方程式の場合、係数の退化に

よって生ずる特異性をどのように評価す
るか。 

これらの問題を次のように解決した。 
(A1) 低周波領域における解の評価のため、

係数の性質を特徴づける新たな仮定
（stabilization property）を導入する。 

(A2) 消散型波動方程式に対して、特定の時
間周波数領域で Liouville 型方程式への
帰着が有効なある種の変換を導入する。 

(A3) 弱双曲型方程式に対して、係数の退化
と振動の影響を効果的に取り出すために、
特定の時間周波数領域においてそれぞれ
異なる方法で評価を行う。 

 
４．研究成果 
(1) 伝播速度が時間に依存する波動方程式

の初期値問題において、係数の振動量に関
するある種の安定性条件（stabilization 
property）のもと、その係数の高回微分可
能性がエネルギーの精密なエネルギー評
価に連続的に寄与することを証明した（①
②⑦）。 

(2) 変数係数消散型波動方程式の初期値問
題において、係数の滑らかさに応じた精密
なエネルギーの減衰評価を行った（⑥）。 

(3) 係数が特異性を持つ波動方程式の初期
値問題に対して、係数の滑らかさに応じた
Gevrey 適切性を証明した（⑤）。 

(4) 係数が特異性を持つ p型発展方程式の初
期値問題の C^∞限適切性に関する幾つか
の結果を証明した（③④）。 
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