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研究成果の概要：本研究では流体中の渦糸運動といった, 物理学, 工学に現れる非線形偏微分

方程式の解の振る舞いを調べることを通して, 流体運動の数学的理論の構築を試みた. 具体的

には, 軸対称な渦糸の運動を近似する非線形偏微分方程式の解の長時間挙動をフーリエ解析と

いった数学の手法を用いて解析した. 更にこの方程式よりも, より渦糸の運動を高次近似して

いる非線形偏微分方程式の解の長時間挙動についても調べた. この方程式は非線形性が強いた

め解析が難しいが, 本研究では特殊解の構成, 線形化方程式の解析により解の挙動についての

いくつかの見通しを与えることができた.  
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１． 研究開始当初の背景 
 

本研究では水面波の動きや渦糸の運動を近

似する偏微分方程式の解の長時間挙動につい

て考えた. これらの方程式は主に1次元非線

形分散型方程式であるが, 典型的な例として

は, 非線形Schrӧdinger方程式, 一般化

Korteweg-de Vries方程式などがある. 非線

形Schrӧdinger方程式, 一般化Korteweg-de 

Vries方程式の解が, 時間が経つにつれ減衰

すると仮定すると, 非線形項の冪が大きいと

きは時間が経つにつれ非線形項の影響が小さ

くなり, 非線形Schrӧdinger方程式, 一般化
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Korteweg-de Vries方程式の解はその線形化

方程式の解に近づくと考えられる. 逆に非線

形項の冪が小さいときは非線形項の減衰が悪

く, これらの方程式の解は線形化方程式の解

と異なる挙動を示すと考えられる. 前者の場

合を短距離型, 後者の場合を長距離型という

ことにすると, 非線形項の冪が3より大なら

ば短距離型, 3以下ならば長距離型になるこ

とが知られている. 物理学に現れる多くの方

程式は長距離型に属する. 実際, 渦糸の運動

を記述する方程式は3次の非線形項を持つ非

線形Schrӧdinger方程式であり, 水面波の動

きを表す, いわゆるKorteweg-de Vries方程

式,プラズマ物理学に現れる変形Korteweg 

-de Vries方程式はそれぞれ2次および3次非

線形項を持つKorteweg-de Vries型方程式で

ありこれらはすべて長距離型となる. しかし

ながら, 非線形項の時間減衰が悪いために長

距離型方程式の解の漸近挙動を調べることは

難しい. 

長距離型非線形項を持つ非線形分散型方程

式の解の漸近挙動については, 小澤徹氏

(1991年)により初めて手法が確立された. 小

澤氏の論文では3次の非線形項を持つ非線形

Schrӧdinger方程式について解の漸近挙動を

得た. その後, 林-Naumkin氏(1998年)により

変形Korteweg-de Vries方程式に対し解の漸

近形が得られた. このように長距離型相互作

用を持つ非線形分散型方程式の研究は日本人

の寄与が大きい. またGinibre-Veloにより

Maxwell-Schrӧdinger方程式系といった長距

離型の非線形項を持つ連立系に対して, 長距

離散乱理論が構築されるなど海外ではフラン

スを中心に関連した研究がなされている. 

 

２．研究の目的 

 

本研究では主に渦糸運動の高次近似モデル

として現れる高階Schrӧdinger型方程式, 水

面波の動きを近似する非線形分散型方程式の

解の漸近挙動について研究する. 方程式の構

造から, 渦糸運動の高次近似モデル及び水面

波の動きを近似する非線形分散型方程式はど

ちらも長距離型方程式に属する. 長距離型の

分散型方程式の解の挙動の研究に関しては, 

研究開始当初の背景でも述べたように小澤徹

氏, 林-Naumkin氏の一連の論文などでいくつ

かの手法が確立されている. 彼らの方法は線

形化方程式の解の構造を巧みに利用すること

により解の漸近挙動を調べている. そのため

線形化方程式の解析が重要なポイントの一つ

となる. しかしながら, 高階の非線形分散型

方程式のように, 線形化方程式の解の情報を

得ることが困難な場合, 彼らの方法を直接適

用することが困難であり, さらなる工夫を要

する. そこで研究代表者は, 停留位相法とい

った振動積分の理論を非線形方程式に応用す

ることにより, ある高階の分散型方程式に対

して解の漸近挙動を捉えることが出来た. 本

研究ではこの手法を利用, 発展させることに

より非線形分散型方程式の解の挙動を研究す

る. またこれらの方程式は非線形分散型方程

式特有の解である孤立波解を持つ. 既存の研

究では分散性の影響のみあるいは孤立波の影

響のみを考えた解の長時間挙動の研究が多い. 

本研究ではまず, 分散性の影響を考慮した解

の長時間挙動の研究を行う. その後, 分散性

だけでなく孤立波の影響も考慮した長時間挙

動の研究を試みる. 

 

３．研究の方法 
 

(1) 本研究の第1段階として3階Korteweg-de 

Vries型方程式(広田方程式) の解の漸近挙動

について研究する. この方程式はさまざまな

物理現象を記述するモデルとして現れる. 例

えば, 軸対称な渦糸運動を高次近似するモデ

ルとして福本-宮嵜(1991年)によりこの方程



式が提唱された. 方程式中のパラメータを0

とすると渦糸運動の1次近似モデルとして現

れるDa Riosモデル(3次の非線形を持つ非線

形Schrӧdinger方程式) となる. この方程式

を停留位相法といった振動積分の理論を用い

ることにより解の長時間挙動の解析を試み

る.  

 

(2) 本研究の次のステップとして, 渦糸運動

の高次近似モデルとして現れる4階非線形

Schrӧdinger型方程式の解の漸近挙動につい

て研究を行う. この方程式の非線形項は未知

関数とその1階および2階導関数に依存する3

次の非線形項である. この方程式は局所ひず

み場による渦核断面の変形を考慮したモデル

として福本-Moffatt(2000年)により提唱され

た. 4階非線形Schrӧdinger型方程式は3階

Korteweg-de Vries型方程式よりもさらに渦

糸運動を高次近似しているため, 4階非線形

Schrӧdinger型方程式を解析することはより

現実的な渦糸運動につながると思われる. し

かしながら方程式の構造がより複雑になるた

め, 数学的な解析が困難になる. そこで(1)

で用いた停留位相法にさらに非線形常微分方

程式の理論, 擬微分作用素の理論を組み合わ

せることにより解析を行なう.  

 

４．研究成果 
 

(1) 軸対称な渦糸運動を高次近似する 3階

Korteweg-de Vries型方程式(広田方程式) の

解の漸近挙動についての解析を行なった. 

研究代表者はまず, Korteweg-de Vries 型方

程式の線形化方程式の解に関するいくつか

の漸近公式を用いることにより Korteweg-de 

Vries 型方程式の解の漸近挙動を調べること

ができた. この結果については論文([雑誌

論文]①)としてまとめた. その後, 未知関

数をうまく変数変換することによりこの

Korteweg-de Vries 型方程式が複素数に値を

とる関数に対する変形 Korteweg-de Vries 方

程式に帰着できることがわかった. この変

数変換により, 先の証明方法よりも簡単な

証明を与えることができた.  

 

(2)渦糸運動の高次近似モデルとして福本

-Moffatt により提唱された 4階非線形 

Schrӧdinger 型方程式について研究を行った. 

具体的には 4階非線形 Schrӧdinger 型方程式

の①解の存在と一意性について, ②定在波

解の具体的な形状について, ③線形化方程

式の挙動について, という 3つの問題に取り

組んだ.  

  

①(4階非線形Schrӧdinger型方程式の解の存

在と一意性)現象から導かれた微分方程式が

解を持つか? また微分方程式の解が存在す

るとき, ある初期条件の下で解が唯一つに

定まるか?という問題は方程式を研究する上

で最も基本的な問題である. 4 階非線形 

Schrӧdinger 型方程式の解の存在と一意性に

ついてはいくつかの既存の結果があるが, 

それらの証明は煩雑であった. そこでわれ

われは, Christ-Kiselevにより証明されたあ

る調和解析の定理を用いることにより, 既

存の結果よりも見通しのよい証明を与えた.  

 

②(4階非線形Schrӧdinger型方程式の定在波

解の形状について)微分方程式の解の長時間

挙動を調べることは数学的に興味深いだけ

でなく物理学的にも重要である. しかしな

がら 4階非線形 Schrӧdinger 型方程式は方程

式自体がかなり複雑なため, その解の長時

間挙動を調べるのは容易ではない. われわ

れは 4階非線形 Schrӧdinger 型方程式の解の

長時間挙動を調べる一つのアプローチとし

て, 4 階非線形 Schrӧdinger 型方程式の特殊



解, 特に定在波解について研究を行った.  

われわれは福本-Moffatt のモデルが非線

形 Schrӧdinger 方程式の高次近似モデルであ

るという事実からそれらの定在波解の形は

類似しているであろうと予測し, 4 階非線形

Schrӧdinger 型方程式の定在波解の具体的な

構成を試みた. その結果, 福本-Moffatt の

モデルが完全可積分となる, ある特別な場

合には, 非線形 Schrӧdinger 方程式に類似し

た定在波解を見つけることが出来た.  

 

③(4階非線形Schrӧdinger型方程式の線形化

方程式の解の挙動について) これまでは線

形項が未知関数の時間 1階偏導関数と空間 4

階偏導関数からなる場合の線形分散型方程

式の解の性質を調べてきたが, 本研究では

上記の線形方程式にさらに空間 2階偏導関数

が加わった場合の線形分散型方程式の解の

長時間挙動の解析を行なった. この方程式

は 3次元非圧縮非粘性流体中の渦糸運動の高

次近似モデルを解析する際に現れる. この

方程式を解析する場合, 空間 4階偏導関数の

項と 2階偏導関数の項がどのように影響を及

ぼしあうか?ということを調べる必要がある

が, われわれは解の表示式で現れる振動積

分の停留点の近くの挙動を詳しく解析する

ことによりこの方程式の解の長時間挙動を

得ることができた.                    

今年度得られた線形化方程式の解に対す

る漸近公式を用いることにより, 4 階非線形

Schrӧdinger 型方程式の解の漸近形を形式的

に求めることができた. しかしながらこの

結果を数学的に正当化するためには非線形

項に含まれる微分項の処理をしなければな

らない. 今後はこの問題の解決方法を模索

し 4階非線形 Schrӧdinger 型方程式の解の長

時間挙動に対する数学的理論を構築してい

きたい.   
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