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研究成果の概要（和文）：本研究では、開放型共振器に適用するための新しいトポロジー最適化手法について検
討を行い、効率的な固有周波数とモードの計算、音響共振問題の精密な固有値計算、フォトニック構造の微小構
造のアイソジオメトリック境界要素法による滑らかな表現、メタマテリアルスラブへの特殊な機能の実装、そし
て音響導波路の新たな最適化スキームの開発，厳密な体積制約の取り扱い，非線形境界条件へのトポロジー導関
数の拡張など、幅広い技術的進展を成し遂げた。これらの成果は、計算コストの大幅な削減と、物理的制約の厳
密な遵守を目的としており、フォノニック構造の新機能の実現のための先進材料やデバイスの設計で重要な役割
を担うと考えられる。

研究成果の概要（英文）：In this study, new topology optimization methods for open resonators, 
achieving broad technological advancements including efficient calculation of eigenfrequencies and 
modes, precise eigenvalue calculations for acoustic resonance problems, smooth representation of 
microstructures in photonic structures using isogeometric boundary element methods, implementation 
of special functions in metamaterial slabs, and the development of new optimization schemes for 
acoustic waveguides. Moreover, strict volume constraints and extended topological derivative 
formulations to nonlinear boundary conditions are investigated. These results aim to significantly 
reduce computational costs and strictly adhere to physical constraints, playing a crucial role in 
the design of advanced materials and devices for realizing new functionalities in phononic 
structures.

研究分野：計算力学、設計工学，材料力学

キーワード： topology optimization　phononic material 　boundary element method　finite element method
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究で開発した開放型共振器に適用するための革新的なトポロジー最適化手法は，境界要素法と櫻井・杉浦法
を組み合わせた新しい計算手法を用いて固有周波数とモードの効率的な計算が可能となり、複素固有値の精密な
計算に対応した点が大きな学術的意義を有している。さらに、フォトニック構造やメタマテリアルスラブの設計
において、微小構造の滑らかな境界表現やメタマテリアルとしての特殊機能の実装など、新しい物理的現象の理
解と利用が進むことが期待される。社会的には、これらの技術的進歩がエネルギー効率の良い素材設計や次世代
の電子デバイス、音響導波路，防音材料などの開発に貢献する可能性がある。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 

１．研究開始当初の背景 
異なる材料定数(ヤング率，密度など)を持つ異種材料が接合した構造を周期的に配置した人

工的な構造(フォノニック結晶・構造)に音波や弾性波が入射する際の弾性波や音波を遮断でき
る 周波数帯であるバンドギャップが存在することが知られている。弾性波や音波を遮断できる
周波数帯は，この周期構造の材料特性，形状，サイズなどに関係し，特定の用途に対してこの
ような周期構造からなる人工的な材料(メタマテリアル)を開発できれば，高機能な防振・防音
材料の開発が期待できるとともに，構造のス ケールによっては振動エネルギーや音響エネル
ギー，熱エネルギーの流路をコントロールすることが可能となる。振動遮断特性を有するメタ
マテリアルの設計には，周期境界という特殊な境界条件も考慮できる，効率的で高精度な固有
値解析法とフォノニック構造の介在物材料に対するトポロジー導関数の計算法の開発，および
固有振動数を目的関数とした周期構造のトポロジー最適化手法の開発が必要であった。 

２．研究の目的 
有効な振動遮断特性を有するフォノニックメタマテリアルの周期構造の開発に必要なトポロ
ジー最適化の基礎的技術を開発することを目的とした。すなわちこのようなフォノニック構造
特有のトポロジーと形状を数値計算により最適化において発生する諸問題を解決することを目
指した。振動遮断特性を有するメタマテリアルの設計のために，周期境界という特殊な境界条
件を考慮した，効率的で高精度な固有値解析法とフォノニック構造の介在物材料に対するトポ
ロジー導関数の計算法の開発，および固有振動数を目的関数とした周期構造などに付随するト
ポロジー最適化の諸問題の解決を目的とした。 

３．研究の方法 
上記の目的を達成するため，以下の方法により研究を行なった。 

(1) 	 開放型共振器の新しいトポロジー最適化手法を検討し，固有周波数と対応する固有モード
をより効率的に計算するために，境界要素法と櫻井・杉浦法 (SS 法)を併用したアルゴリズ
ムを採用する。 

(2) 	 積分方程式を用いた共振問題の固有値の計算法を確立する一環として，境界要素法と経路
積分を組み合わせて、２次元音響外部共振問題の散乱周波数を決定する方法を開発する。 

(3) 	 フォトニック構造中の周期単位構造中に含まれる微小構造形状を滑らかに表現する方法
を，形状と境界で定義される物理量をともにNURBS等のスプラインで表現するアイソジオ
メトリック境界要素法を開発する。 

(4) 	 弾性体の複合構造からなるメタマテリアルスラブのトポロジー最適化を考え，完全吸収，
波動モード変換，負の屈折などの異常な機能を実現することを目指す。 

(5) 	 境界で物理量の接線微分が規定される周期構造を考え，随伴問題とトポロジー最適化の定
式化を行う。 

(6) 	 弾性材料の周期配列を含む開放型音響導波路に沿って連続体内の束縛状態を実現するため
のトポロジー最適化スキームを開発する。 

(7) 	 レベルセット法で，境界を発生させて実際の材料領域のみを離散化して物理量を計算する
トポロジー最適化において，体積制約が厳密に満たされ方法を開発する。 

(8) 	 トポロジー最適化において，支配方程式は線形であるが，フラックスの境界条件が非線形
である場合について，随伴問題と厳密なトポロジー導関数を導出する。 

４．研究成果 

(1) 開放型共振器の新しいトポロジー最適化手法を検討した（計算数理工学論文集, 19, 49-54,  
(2019))。この境界値問題が非自明解を有するような固有角振動数を，Burton-Miller法を適
用して境界積分方程式を離散化して得られる連立一次方程式の係数行列に対してSS 法によ
り，固有角振動数と固有モードを計算した。また，新しいトポロジー導を導出した。次の



図1のように，領域中に円板を4個配置した状態から，導出したトポロジー導関数を用いて
共振器のトポロジー最適化を行った。４つの円板の一つの固有角振動数

に対して，目標固有角振動数を として，目的関数
として最適化を行ったところ，図２のような結果が得られた。図3には，

（左）と （右）のときの の分布を示す。 の場合は共振器の内部
に場が局在している様子が確かめられた。 

(2) 積分方程式を用いた共振問題の固有値の計算法を確立する一環として，境界要素法と経路
積分を組み合わせて、２次元音響外部共振問題の散乱周波数を決定する方法[3]を開発した
(Journal of Low Frequency Noise, Vibration and Active Control, 1-21, (2019), DOI:10.1177/
1461348419879604)。計算する固有値の範囲を囲む複素平面のジョルダン曲線に沿った経
路積分を評価する方法の一つであるブロック櫻井・杉浦法（BSS法）により，無限領域に
対する離散化された境界積分方程式を用いる方法を開発した。 

(3) フォトニック構造中の周期単位構造中に含まれる微小構造形状を滑らかに表現する方法を
開発した(Advances In Engineering Softwareadvances In Engineering Software, 149, 1-19, (2020))。
形状と境界で定義される物理量をともにNURBS等のスプラインで表現するアイソジオメト
リック境界要素法を開発して，その有効性を検証した。図4には，開発した方法による解
析例のユニットセルを示す。図5にはこのユニットセルに対する分散曲線，図6には分散曲
線の点Gにおける固有振動数2093–3.658iに対する固有モードを示す。以上のように，開
発したアイソジオメトリック境界要素法がフォトニック構造の固有振動数の計算に有
効であることが示された。 

(4) 弾性体の複合構造からなるメタマテリアルスラブに対して，（粘弾性）弾性介在物により
完全吸収，波動モード変換，負の屈折などの異常な機能を実現するためのトポロジー最適
化を行った(Structural And Multidisciplinary Optimization, 63, 231-243, (2021))。例として，定
常の弾性波を考え，下から が入社するときの散乱波を遮断するようにレベルセット法
で介在物のトポロジー最適化を行った。図7には仮定した初期介在物とトポロジー最適化
によって得られた介在物の形状を示す。図8には仮定した初期介在物とトポロジー最適化に
よって得られた介在物の分布に対して，領域の下から平面波が入射したときの変位分布を
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Fig. 4 Initial and optimal configurations.
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Fig. 5 Value of the objective functional J for

each optimisation step.
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Fig. 6 Distribution of the eigenfrequencies ω for

the initial and optimal configurations.

The eigenfrequencies are computed by the

Sakurai-Sugiura method within the rect-

angle domain. The circles indicate the

target eigenfrequency ω, and the crosses

represent other eigenfrequencies.
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図１　初期配置 図2　最適形状と配置
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The eigenfrequencies are computed by the

Sakurai-Sugiura method within the rect-

angle domain. The circles indicate the

target eigenfrequency ω, and the crosses

represent other eigenfrequencies.
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Fig. 7 Distribution of the intensity |u| when the

cylindrical wave H(1)
0 (k|x|) impinges on

the designed cavity.

図3　 の分布|u |
ω = 1.0 ω = 2.0

is same as the previous examples. The shape of inclusions presents open 
cavities which may result in band gaps from locally resonant. Fig. 38 
presents the model depicted with B-splines of order 2. Four cavities 
with opens are designed arbitrarily in the scatterer and actually re-
sonances happening in the open cavities yields eigensolutions similar to 
those from closed cavities [50]. This example demonstrates that the 
advantage of the present algorithm in integrating geometric modeling 
and band structure analysis, which is able to capture complicated 
geometries of unit cells easily and exactly. Three band gaps are ob-
served in the dispersion curves shown in Fig. 39. In order to identify the 
mechanisms of the gaps, four Bloch eigensolutions at points E, F, G and 
H which are located closely to the band gaps are chosen and the cor-
responding mode shapes are plotted in Figs. 40–43. From the mode 
shapes corresponding to points E and F, it is found that the mode shapes 
present the features of local resonance in the open cavities. However, 
the mode shapes presented in Figs. 42 and 43 imply that the gap 

appearing in higher frequency is caused by the Bragg scattering since 
the mode shapes shows strong sound pressure amplitude at the exterior 
area of the scatterer. 

8. Conclusion 

This work in this paper is carried out to develop a methodology for 
the extension of IGABEM to artificial periodic structures such as pho-
nonic structures and metamaterials. This is achieved by formulating 
boundary integral equations for IGABEM and implementing the peri-
odic boundary conditions to the virtual boundary of unit cells. The 
combination of CBIE and NDBIE which is provided by Burton-Miller’ 
method is employed and the formulated Bloch eigenvalue problems are 
solved using the contour integral projection method. The collocation 

Fig. 36. Gerschgorin disks for the wave vector k at point = =k k{ , 0}1 2 for example 3.  

Fig. 37. Unit cell created by Inkscape.  
Fig. 38. The B-splines interpolation of the unit cell created by Inkscape.  
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図4　ユニットセル

points for the Bloch eigenvalue problem are distributed by following 
the Marsden-Schoenberg points, however in order to avoid placing the 
collocation points at the vertexes of NURBS models boundary which has 
C0 continuity, the shift of collocation points is adopted. The numerical 
results show that although the shift of collocation points leads to a non- 
symmetric model, the sound accuracy can be obtained if the shift is 
contained in an appropriate range. The comparison between the 
IGABEM and CBEM shows that IGABEM yields more accurate results 
with relatively small number of DOFs for eigenvalue analysis. The study 
presents several examples of the band structure analysis for models 
obtained using different softewares, which demonstrates the advantage 

of the proposed IGABEM methodology for band structure computation 
of phononic structures because it is capable of utilizing the data of CAD 
models immediately and retain the geometric accuracy. 

It is believed that the work presented meets the objective of the 
study. Furthermore, GDE employed for identification of the dimension 
of eigenspace works in this study. Numerical results show that GDE 
works well for a small N which is directly related to the computation 
cost. However, further investigations on other type eigenvalue pro-
blems will be carried out in another topic for the improvement of ef-
ficiency in contour integral method. 

Fig. 39. Dispersion curves obtained by IGBEM in example 3.  

Fig. 40. Eigenmode mode corresponding to 2093 3.658i at point E.  
Fig. 41. Eigenmode mode corresponding to 2093 3.658i at point F.  
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図6　分散曲線の点Gにおけ
る固有振動数2093–3.658iに
対する固有モード



示す。最適な介在物形状においては，隙間があるにも関わらず設計領域の上部には弾性波
が伝播しないことがわかり，本方法の有効性が示された。 

(6) 弾性材料の周期配列を含む開放型音響導波路に沿って連続体内の束縛状態を実現するため
のトポロジー最適化スキームを開発した(Mechanical Engineering Journal, 8, 1-21, (2021))。導
波路の単位構造に関した散乱行列を使用して，周期的問題を線形代数方程式系として定式
化し，線形システムに対する非線形固有値問題を解くことで共振周波数とフロケ波数を決
定するために櫻井・杉浦法を使用しで効率的な解析法を開発した。 

図9には，導波路の例に対して計算した における全波の強度と全波の実部の分布
を示す。 

(7) レベルセット法でトポロジー最適化を行う場合，レベルセット関数のゼロ等値面を抽出て
行うトポロジー最適化が，体積制約が厳密に満たされないために構造の形状が滑らかでな
くなる場合があった。この研究では，レベルセット関数を本来の目的関数の部分と体積制
約の部分に分離し，それぞれについて反応拡散方程式を満足するように計算することによ
り，体積制約を厳密に満足するようにラグランジュ定数を決定する方法を開発した
(Mechanical Engineering Journal, 9, 00281-00281, (2022))。本解法の有効性を検証するために，
図10のような片持ち梁構造の右端の中心の辺に下向きに一様せん断力が作用する構造に対
して，平均コンプライアンス最小化を目的としたトポロジー最適化を行った。図11にその
結果を示す。 

(8) トポロジー最適化において，支配方程式は線形であるが，フラックスの境界条件が非線形
である場合が稀に存在する。このような場合についても一貫してレベルセット法によるト
ポロジー最適化を可能にする方法を検討した(WIT Trans. Eng. Sci., 135, 33-40, (2023))。 
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Fig. 2 Result of the topology optimisation of the elastic wave
absorber. (a) and (b) show the initial and optimised configurations,
respectively. (c) illustrates the history of the objective functional J
in the optimisation procedure. Also, (d) and (e) show the intensity
of displacement (time-averaged amplitude of the displacement
normalised by that of the incident wave) in the initial and optimised
configurations, respectively
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図7　初期介在物(左)と最適化され
た介在物形状(右）
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ω2ũi (x

0)ui(x
0)

+
(

−φij (x
0)D′

ijkl − ψk,l(x
0)+ ψl,k(x

0)

2

)

×Aklmnσmn(x
0)

+
(
−φij,j (x

0)+ ρ′ω2ψi (x
0)
)
ui(x

0) x ∈ '.

(63)

Similarly, we conclude that the topological derivative in '′

is given by:

T (x) = σ̃ij (x
0)
(
Dijkl − D′

ijkl

)
A′
klmnσmn(x

0)

+
(
ρ − ρ′)ω2ũi (x
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図8　初期介在物に対する弾性波の変位分布(左)と
最適化された介在物に対する変位分布(右）

図9　(上) における全波の強度と(下)全波の実部の分布ω = 10.0

K. Matsushima, H. Isakari, T. Takahashi et al. Wave Motion 113 (2022) 102987

Fig. 15. Scattering of a cylindrical wave by the optimized structure. (a) Array of the optimized unit structure; the array comprises 20 scatterers. (b)
Transmittance spectrum of guided waves along the structure. (c) Intensity of the total field for ! = 8.0. (d) Intensity of the total field for ! = 10.0.
(e) Real part of the total field for ! = 10.0.

diagram are plotted in Fig. 17. The results show that the obtained BIC with � = 0.615 + 4.22 ⇥ 10�5i is not a crossing
point in the diagram, meaning that the crossing is not a necessary condition.

5. Conclusions

This study proposed a topology optimization scheme for designing resonant waveguides exhibiting BICs at desired
frequencies in the two-dimensional space. We formulated the periodic problem using the scattering matrix of a unit
structure and computed resonant wavenumbers using the BEM and SSM. Moreover, we derived a topological derivative
of resonant wavenumbers. In the numerical experiments, we first demonstrated that the proposed method determines a
resonant wavenumber accurately. Subsequently, we performed a topology optimization to realize a new BIC at a given
frequency. Although we considered Helmholtz’ equation for a singly periodic system in two dimensions, the underlying
idea, which is the combination of BEM, SSM, and topology optimization, would be applicable to two-dimensional problems
and other wave fields governed by Maxwell’s equations or elastodynamics.
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(9) トポロジー最適化において，支配方程式は線形であるが，フラックスの境界条件が非線形
である場合が稀に存在する。このような場合についても一貫してレベルセット法によるト
ポロジー最適化を可能にする方法について検討した(WIT Transactions on Engineering 
Sciences, 135, 33-40, (2023), DOI:10.2495/BE460041)) 。簡単のためにラプラス方程式に対
する境界値問題を対象とし，境界の一部 において非線形境界条件  

を考えた。ただし は の非線形関数であるものとする。 
　目的関数は，ラプラス方程式に対する弱形式で拡張した次の一般形を考えた。 

 

ただし， は随伴変数であり，次の境界値問題の解とすると，トポロジー導関数が導出で
きることがわかった。 

	  

	  

	  

	  

このとき，トポロジー導関数が最終的に次のような簡単な形に得られた。 

 

このトポロジー導関数が正しいことは，実際に領域から有限な半径の微小な円形領域を取
り除いて目的関数を計算した場合との差分近似によるトポロジー導関数の近似値と比較す
ることにより確かめられた。 
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∇ ⋅ (−k ∇μ) = 0 in Ω

μ = −
∂f
∂q

on Γu

η := − k ∇u ⋅ n =
∂f
∂u

on Γq

η := − k ∇μ ⋅ n =
∂ν
∂u

μ +
∂f
∂u

+
∂ν
∂u

∂f
∂q

on Γn

𝒯 = μ(x)ν (x)
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For structural optimization, since stress analysis is repeatedly performed at each optimization step, the associated
computational cost cannot be overlooked. Previously, without the reconstruction of material domain, a different two-loop
approach has been proposed by Kim et al. (2020), mainly aiming to reduce the grayscale and improve boundary resolution.
In that work, an extremely fine mesh was needed near boundaries, and the grayscale was successfully reduced to about
1%. However, it would be preferable if we can totally get rid of the grayscale. Also, reconstructing and remeshing only
material domain would be advantageous since only a small fraction of material within the design domain is to be kept
for a light-weight design (Cui et al. 2022). In contrast, remeshing the whole domain including void domain would add
unnecessary computational burdens, especially for a very fine mesh. In the meantime, the boundary representation would
not be exact once the void domain is meshed and a nonzero value (of either the Young’s modulus or the characteristic
function) is assigned to prevent singularity in solving governing equations. However, even with remeshing only material
domain, the cost could still be more than unaffordable. A new approach beyond simply reconstructing and remeshing
the material domain at every step needs to be considered. So far, such a time-saving strategy with yet exact boundary
representation has not been realized for the structural topology optimization.

The aim of this work is hence to propose such a time-saving strategy and, at the same time, ensure that the final struc-
ture is optimized under an exact boundary representation. For the sake of convergence during the domain reconstruction,
the exact Lagrangian multiplier for volume constraint should be employed, which is akin to an implicit scheme to con-
strain volume at the current time step (Cui et al. 2022). The finite element analysis has been carried out by FreeFEM++
(Hecht 2012; Jolivet et al. 2012), and it is an open-source software package that requires formulating the weak form
of governing equation to carry out the finite element analysis. As for the remeshing process, the open-source software
package Mmg has been employed.

The rest of this paper is organized as follows. In Section 2, formulations and algorithms of the proposed optimization
method are outlined, where the topological derivative has been adopted in the sensitivity analysis. In Section 3, numerical
results are presented and discussed. Finally, Section 4 summarizes our main conclusions.

2. Methodology

We rely on the level-set function φ instead of the density function to perform the structural topology optimization.
The following level set function φ is introduced to represent the material domain Ω, the material boundary ∂Ω and the
complementary void domain D\Ω:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 < φ(xxx) ≤ 1 for xxx ∈ Ω,
φ(xxx) = 0 for xxx ∈ ∂Ω,
−1 ≤ φ(xxx) < 0 for xxx ∈ D\Ω.

(1)

For illustration, the design domain D, the material domainΩ and the void domain D\Ω are shown in Fig. 1, alongside
the geometry and boundary conditions.

Fig. 1 The schematic illustration of design domain, material domain, complementary void domain and boundary condi-
tions.
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図10　片持ち梁構造の右端の中心の
辺に下向きに一様せん断力が作用す
る構造

Fig. 8 Optimized structures under different volume constraints by the proposed method Case 2 (Loop 1 + Loop 2). The
compliance [N·m] of each configuration is indicated around the lower right corner. For αreq = 0.1, 0.2 and 0.6, their
volume fractions of material are, respectively, 9.9992%, 19.994% and 59.980%.

4. Conclusions

A time-saving structural optimization method with exact boundary representation has been proposed. The second
loop, which adopts a fine mesh density in reconstructing and remeshing the material domain, starts from the configuration
that Loop 1 ends with. The Loop 1, however, only adopts a fixed, coarse mesh for governing equations. Based on the exact
Lagrangian multiplier Λ for volume constraint, not only that the precise control of volume is made possible but also that
the convergence during the second loop with exact boundary representation becomes achievable. The main conclusions
regarding the proposed method can be drawn as follows:
• For the proposed two-loop approach, an exact boundary representation has been imposed when obtaining the final

optimized configuration. Even under the coarsest mesh density, whose maximum count of triangular elements is only
1825, there is no grayscale at all due to exact boundary representation. By comparison, the grayscale in Kim et al. (2020)
has been reduced to 0.97% by using 55614 triangular elements.
• With the prediction by Loop 1, the computational time consumed in Loop 2 can be greatly reduced. Under such

approach, the computational time can be decreased to merely 13.6% of that without implementing the first loop. A rough
prediction by using coarse mesh without remeshing is fed to the second loop to refine the optimization. In doing so, the
main loop is able to skip the initial search.
• The finer the mesh, the more the computational time can be saved. Since the mesh convergence measured by the

compliance suggests that a considerably fine mesh should be adopted, the ability to save more computational time under
such fine meshes as mentioned above is utterly preferable.
• The two-loop approach also resolves the issue concerning a deteriorated connectivity of the reconstructed domain

Ω once the constrained volume is extremely small. Otherwise, the structure would lose load-carrying capacity and cause
singularity in the stress analysis.
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図11　体積制約が0.0555の場合の得
られた最適形状
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