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研究成果の概要（和文）：本研究課題では、最適輸送理論に関わる比較幾何学、および距離空間上の凸関数の勾
配流に関して、多くの成果が得られた。まず、最適輸送理論に基づく局所化の技法を用いて、重みつきリーマン
多様体においてBakry-Ledoux型等周不等式の安定性と対数ソボレフ不等式の剛性を得た。また、時間方向に重み
つきリッチ曲率が下に有界な重みつきフィンスラー時空に対し、種々の比較定理と時間的曲率次元条件を確立し
た。一方、勾配流の研究では、大域的な意味で負曲率を持つGromov双曲空間において、凸関数の時間離散的な勾
配流の収縮性、確率測度の重心の収縮性と大数の法則を示した。

研究成果の概要（英文）：We had a number of achievements in comparison geometry related to optimal 
transport theory and in the theory of gradient flows for convex functions on metric spaces. Using 
the localization technique based on optimal transport theory, we obtained the stability of the 
Bakry-Ledoux-type isoperimetric inequality as well as the rigidity of the logarithmic Sobolev 
inequality on weighted Riemannian manifolds. For weighted Finsler spacetimes of timelike weighted 
Ricci curvature bounded below, we established various comparison theorems and the timelike 
curvature-dimension condition. Moreover, on Gromov hyperbolic spaces, we showed contraction 
properties of discrete-time gradient flows for convex functions, a contraction property for 
barycenters of probability measures, and a law of large numbers.

研究分野：微分幾何学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
重みつきフィンスラー時空の時間的曲率次元条件の確立は、近年活発になっている時間的曲率次元条件を満たす
ローレンツ弧長空間の比較幾何学および相対性理論的な研究におけるフィンスラー時空の立ち位置を明確にする
ものであり、ローレンツ弧長空間の今後の研究の方向性を定める上で本質的な重要性を持つ。また、Gromov双曲
空間はリーマン多様体ではないフィンスラー多様体を含むため、凸関数の時間離散的な勾配流の収縮性は非リー
マン的な距離空間で得られた初めての収縮性として価値がある。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
 最適輸送理論は距離空間上に与えられた 2 つの確率分布の一方を他方に最小のコストで輸送
する方法に関する理論であり、確率論、微分幾何学、発展方程式等への応用の他、近年は画像解
析や機械学習でも活用されている。定空間の距離関数を用いて定義される最適輸送コストの一
種である Wasserstein 距離についての重心は、理論・応用両面で重要な研究対象であるが、
Wasserstein 距離の凸性の低さから非一意かつ不安定であるなど、その扱いは難しい。一方、重
心を求める際にも利用される勾配流について、角度が定義可能なリーマン的な空間では研究が
進んでいるのに比べて、ノルム空間やフィンスラー多様体のようなリーマン的でない空間では
研究が著しく遅れており、特に凸関数の勾配流に対し何らかの収縮性が成り立つかが大きな未
解決問題であった。 
 
２．研究の目的 
 本研究課題の当初の目的は、以下の 2点であった： 
(1) 最適輸送写像や Wasserstein 距離、Wasserstein 空間内の重心の幾何学的な性質について
の、定量的な評価を含めたより深い理解。 

(2) ノルム空間やフィンスラー多様体の勾配流の革新的な研究と、その幾何学や解析学への応
用。 

具体的には、(1)では有限個または無限個の確率測度の Wasserstein 距離で測った重心について
特殊な確率分布による近似（射影）を通して何らかの定量的な評価を与えること、(2)ではリー
マン的ではない距離空間での勾配流の研究、また双方に関わるものとして、最適輸送理論や勾配
流と関連した比較幾何学や幾何解析学の研究や、大数の法則（重心への収束）への応用、を目的
としていた。 
 
３．研究の方法 
研究の目的で述べた課題(1)については、当初の研究計画にはなかったローレンツ幾何学への
最適輸送理論の応用が急速に進んだため、ローレンツ・フィンスラー多様体の比較幾何学や幾何
解析学の研究に力を入れた。また、以前から続けていた局所化を用いた技法により、等周不等式
の安定性と対数ソボレフ不等式の剛性を確立した。一方、当初の研究計画に沿った研究は研究分
担者の高津が行なった。 
課題(2)については、リーマン多様体ではないフィンスラー多様体を含むものとして大域的に
負曲率を持つ Gromov 双曲空間に着目し、空間構造に適合した時間離散的な勾配流の性質や確率
測度の重心および大数の法則の研究を行なった。また、距離が対称でない距離空間上の凸関数の
勾配流の基本的な性質の研究、ノルム空間上の凸関数が持ち得る収縮性の形についての研究も
行なった。 
 
４．研究成果 
(1) 課題(1)に関連した研究では、最適輸送理論を用いた比較幾何学・幾何解析学への応用で多
くの成果が得られた。まず、幾つか用語の説明をする。重みつきリーマン多様体とはリーマ
ン多様体とその上の測度の組であり、測度に応じてリッチ曲率を変形した重みつきリッチ
曲率が主要な興味の対象である。重みつきリッチ曲率は実変数 N を含み、N を明示して N-
リッチ曲率とも呼ばれる。N-リッチ曲率が定数 K 以上であることは、エントロピーの
Wasserstein 距離についての凸性で特徴づけることができ、この性質を曲率次元条件と呼
ぶ。曲率次元条件は多様体の構造を用いずに定義できるため、曲率次元条件を満たす測度
距離空間の「リッチ曲率が下に有界な空間」としての研究が活発に行われている。 

① 最適輸送理論を用いて構成される局所化の技法を用いて、等周不等式の安定性の研究を行
なった（Cong Hung Mai 氏との共同研究）。局所化とは空間を測地線の族に分解する方法で
あり、等周不等式においては高次元の等周問題を 1 次元（区間）でのより扱いやすい問題
に帰着できる。この研究では、∞-リッチ曲率が正定数以上の重みつきリーマン多様体で成
り立つ Bakry-Ledoux 型等周不等式で等号に近い式が成り立つ場合を考えた。等号が成立す
るのは 1 次元ガウス分布との直積である場合に限るという剛性定理が知られており、この
研究では、等号に近い場合には 1 次元ガウス分布との直積にある意味で近いという安定性
を確立した。等周不等式や関数不等式の安定性は近年研究が活発になっているが、∞-リッ
チ曲率が正定数以上という状況は非コンパクトな空間も現れるため扱いづらく、複雑な評
価を必要とする結果であった。 

② 研究分担者の高津との共同研究では、同様に局所化を用いた議論によって対数ソボレフ不
等式の剛性を示した。対数ソボレフ不等式は∞-リッチ曲率が正定数以上の重みつきリーマ
ン多様体で成り立つ重要な不等式である。この研究では、対数ソボレフ不等式で等号が成
り立つのは 1 次元ガウス分布との直積である場合に限ることを示した。対数ソボレフ不等
式はユークリッド空間の場合に様々な角度からの安定性の研究が行われているが、リーマ
ン多様体の場合には剛性も未解決であった。 



③ ローレンツ多様体のフィンスラー版であるフィンスラー時空の研究をYufeng Lu氏、Ettore 
Minguzzi 氏と行い、基礎理論を整備すると共に、時間方向で重みつきリッチ曲率が下に有
界な重みつきフィンスラー時空の比較定理や特異点定理、分解定理を確立した。更に、
Mathias Braun 氏との共同研究で時間方向に重みつきリッチ曲率が下に有界であることと
時間的曲率次元条件の同値性を示した。曲率次元条件の理論のローレンツ幾何学や相対性
理論の研究への応用が近年活発になっており、測度距離空間のローレンツ版として導入さ
れたローレンツ弧長空間の研究が急速に進展している。この流れの中で、フィンスラー時
空は重要な位置を占める。具体的には、エントロピーの時間方向での凸性として定義され
る時間的曲率次元条件と重みつきリッチ曲率の下限がフィンスラー時空でも同値であるこ
とにより、時間的曲率次元条件のみの下ではフィンスラー時空で成り立たない性質（例え
ば、分解定理）は期待できない。これは時間的曲率次元条件を満たすローレンツ弧長空間の
研究の進展に影響を与えるものである。 

④ Yufeng Lu 氏、Ettore Minguzzi 氏とは、ε-range という新たなリッチ曲率の下限条件を導
入し、それに対応する比較定理（Bonnet-Myers 型の直径評価、Bishop-Gromov 型体積比較
定理、ラプラシアン比較定理）を重みつきフィンスラー多様体、重みつきフィンスラー時空
の場合にそれぞれ与える研究も行なった。ε-range は通常考えられる曲率が定数以上とい
う状況と Wylie により考えられていた曲率がある関数以上という状況を包含するものとし
て導入され、実変数εの値を定められた範囲内で変えることで多様な曲率条件を記述でき
る。例えば、∞-リッチ曲率が正定数以上の場合に Bonnet-Myers 型の直径評価は成り立た
ないが、ε-range の下では、∞-リッチ曲率が適切なεを用いた関数以上である場合に
Bonnet-Myers 型の直径評価の対応物を得ることができる。ε-range を用いた比較幾何・幾
何解析は他の研究者にも取り上げられ、広がりを見せている。 

⑤ 研究分担者の高津は最適輸送距離を求める際の緩和（エントロピー正則化）問題に取り組
み、通常は Kullback-Leibler divergence（シャノンエントロピー）で緩和するものを
Bregman divergence で緩和した際の振る舞いを調べた。また、北川潤氏と共同で、射影を
繰り返すことによって最適輸送距離の計算量を近似的に減らすsliced Wasserstein 距離の
性質を理論的に研究し、完備性、可分性、測地性、双対性や元の最適輸送問題との関係を明
らかにした。 

 
(2) 次に課題(2)に関連した研究成果を述べる。 
① フィンスラー多様体を含む距離空間として Gromov 双曲空間に着目し、凸関数の勾配流およ
び確率測度の重心の研究を行った。Gromov 双曲性は大域的な意味での負曲率性であり、樹
（tree）を摂動したようなものと解釈できる。Gromov 双曲空間は、ヒルベルト幾何のよう
なリーマン多様体ではないフィンスラー多様体を含むため、課題(2)へのアプローチの一つ
として研究を始めた。Gromov 双曲性は粗い条件のため精密な評価は不可能だが、摂動の大
きさを表す正数δに依存する形で、凸関数の時間離散的な勾配流の収縮性、確率測度の重
心の Wasserstein 距離についての収縮性、大数の法則を示した。重心と大数の法則の研究
は課題(1)とも関わるものである。 

② Wei Zhao 氏との共同研究では、フィンスラー多様体のように距離が非対称な距離空間上の
凸関数の勾配流を扱い、Ambrosio-Gigli-Savare らによって対称な距離空間で確立された勾
配流の存在や特徴づけを非対称な場合に拡張した。非対称な距離空間は非リーマン的であ
るため、これも課題(2)に関わる研究である。応用として、フィンスラー多様体上の有界な
関数を初期値とする熱方程式の解を Wasserstein 空間内の相対エントロピーの勾配流とし
て構成した。 

③ ノルム空間上の凸関数の勾配流が収縮性を持たないことを改めて詳しく解析し、考えられ
る弱い収縮性の形を提案した。収縮性を持たないことは 2 つの線形関数の大きい方の値を
取る単純な凸関数を用いて示すことができ、ノルムの凸性や凹性に依存した定数を用いた
弱い収縮性が成り立つことを期待しているが、従来の微分不等式を用いた手法は通用せず、
未解決である。 

 
この他、研究分担者の横田は測度距離空間やその列からなるピラミッドの研究に取り組み、特
に測度距離空間のなす集合がボックス距離についてプレコンパクトならばリプシッツ順序にお
いて有界となることを示した（数川大輔氏との共同研究）。集中位相は確率測度を持つ測度距離
空間のなす空間において Gromov-Hausdorff 収束よりも弱い位相を与え、特に次元が無限大に発
散していく列も適切に扱うことができるという特長があり、曲率次元条件に関わる幾何解析の
文脈でも有用である。 
また、研究分担者の高津は松添博氏と情報幾何学についての共同研究を行い、独立同分布でな
い試行に適した不変量を有する確率単体上のリーマン計量の構成、同一のエントロピーが異な
る情報幾何構造を導く「エントロピーの不定性」の具体例の構築を行なった。情報幾何学と最適
輸送理論は共に確率測度のなす空間の幾何学を扱うものであり、広い意味で課題(1)とも関わる
研究成果である。 
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