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研究成果の概要（和文）：アインシュタイン方程式はこの宇宙の幾何に関する方程式であり、通常、時間と空間
が混在した形で記述される。しかし、この宇宙が時間と共にどの様に変化するのかを見るには適切な表現ではな
いため、数値相対論の分野では3+1形式と呼ばれる座標系を採用することで、アインシュタイン方程式を時間発
展方程式として捉え直している。本研究では、この形式において一般論をどこまで展開できるのかを調べるとと
もに、シュバルツシルド時空のような特異性をもつ変数係数の非線型波動方程式の時間大域解の存在について検
討した。

研究成果の概要（英文）：The Einstein equation describes the geometry of our universe without 
distinguishing space and time in a standard form. But such a formulation is not convenient to find 
out the time evolution of our universe, so that a special coordinate system, that is called 1+3 
formalism, was introduced and the Einstein equation is reformulated as an evolution equation in 
numerical relativity. In this research we examined the possibility to develop the general theory in 
3+1 formalism and considered the global existence in time for nonlinear wave equations with singular
 variable coefficient like the Schwarzschild spacetime.

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： 双曲型方程式　非線型摂動　弱零条件　大域挙動　漸近解析

  ３版
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究を通して、3+1形式と呼ばれる座標系はただ一つに決まるものではなく、時間軸の設定を適切に行わなけ
れば、アインシュタイン方程式を時間発展方程式とみることはできないことが明らかになった。具体的には、ブ
ラックホールに対応するシュバルツシルド時空などでは適切な時間軸の選び方が知られているが、一般論を展開
するには解決すべき課題があることがわかった。一方で、特異性をもつ変数係数の波動方程式の解析ではレリッ
ヒの不等式が有効であることを明らかにすることができた。これにより、ブラックホールに近い初期状態からこ
の宇宙がどのように時間発展するのかを解析できる可能性がみえてきた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
（１）近年の観測技術の発展により，重力場を発生源とする重力波の直接観察が可能となってき
ており，その情報をもとにして，強重力場自身の観測への道が拓かれようとしている。そのため，
一般相対論の基礎方程式であるアインシュタイン方程式を理論的に解析し，中性子星やブラッ
クホールを発生源とする重力波の波形の大域的な挙動を調べ，観測結果と比較することが重要
さを増している。 
 
（２）一般相対論が座標系の選び方によらない共変的な理論であることを利用して，調和座標と
呼ばれる特別な座標系を選び，物質場のない真空中におけるアインシュタイン方程式を計量に
対する準線型波動方程式に帰着する場合，その初期値問題の適切性はよく知られている。更に，
同じ枠組みにおいて，その初期値問題の大域可解性とともに弱零条件という概念が導入されて
いる。 
 
（３）アインシュタイン方程式はこの宇宙の幾何に関する方程式であり、通常、時間と空間が混
在した形で記述される。しかし、この宇宙が時間と共にどの様に変化するのかを見るには適切な
表現ではないため、アインシュタイン方程式を時間発展方程式とみなすための枠組みが必要で
あった。その枠組みの構築には、数値相対論の分野で標準的に用いられている、座標系を時間的
座標軸が常に時間的であるように選ぶことによって得られる 3+1 形式が参考になると思われた。 
 
２．研究の目的 
（１）アインシュタイン方程式をプロトタイプとする強双曲型方程式に対する非線型摂動につ
いて、その安定性を弱零条件として特徴付けること。 
 
（２）これまで調和座標において調べられてきたアインシュタイン方程式の解の大域挙動の解
析を 3+1 形式において行うこと。 
 
３．研究の方法 
（１）数値相対論の分野で標準的に用いられている、座標系を時間的座標軸が常に時間的である
ように選ぶことによって得られる 3+1 形式に着目した。この定式化では、まず、時空を空間的超
平面によってスライスし、ラプス関数とシフトベクトルにより座標系を張る。アインシュタイン
方程式の共変性に由来するゲージに関する自由度により、この様な座標系を採用しても一般性
を失うことはない。この座標系においてローレンツ計量の 3+1 分解を行い、この分解に従ってア
インシュタイン方程式を書き下すと、時間に依存しない拘束条件（ハミルトン拘束条件、運動量
拘束条件）と時間発展する空間的超曲面の外的曲率に関する双曲型の方程式が得られる。このロ
ーレンツ計量の 3+1 分解により得られる方程式系は ADM 形式と呼ばれるが、これは弱双曲型の
方程式であり、初期値の微小摂動に関して時間大域的な安定性に問題がある。その困難を克服す
るために導入されたのが BSSN 形式であり、実際、方程式系は強双曲型となり、アダマールの意
味で適切となる。こうした理由から、我々はアインシュタイン方程式の BSSN 形式を解析の対象
とした。 
 
（２）アインシュタイン方程式の重要な特殊解にシュバルツシルド時空がある。このシュバルツ
シルド時空を扱うために、特異性をもつ変数係数の非線型波動方程式の時間大域解の存在につ
いて検討した。その特異性のオーダーはラプラシアンと丁度釣り合うようなものであり、繊細な
解析が必要となる。 
その解析において重要な点は、線型化方程式の解の陽的な表示を用いることなく、重み付きエ

ネルギー法により解を構成することである。解表示を利用すれば、解の各点的な挙動を導くこと
ができ、解の主要部が光円錐に集中しており、そこから離れた領域では解の減衰度が強くなるこ
とを示すことができる。しかし、アインシュタイン方程式の解析への応用を視野に入れると、解
の陽的な表示を得ることは望めないため、エネルギー評価式において、解の主要部が光円錐に集
中していることを陰的に表すような重み関数を導入することを考えた。この重み付きエネルギ
ー評価とそれに対応する重み付きソボレフの不等式を組み合わせて、特異性をもつ変数係数の
波動方程式が非線型摂動に対して安定となるような非線型指数の決定を目指した。 
 
４．研究成果 
（１）3+1 形式を用いれば、時間的座標軸が常に時間的であるように思われたが、実際にはラプ
ス関数の選び方に強く依存することが明らかとなった。シュバルツシルド時空のような具体的
なものに対しては、時間的座標軸が常に時間的であるようにラプス関数を選ぶことができるが、
そうならないラプス関数の選び方も十分に豊富である。従って、一般の初期値問題において、時



間的座標軸が常に時間的であるようなラプス関数を選ぶことは困難であり、一般論の構築には
本質的な難しさがあると考えられる。しかし、物理現象に基づき、この宇宙が時間発展している
という描像が正しいとすれば、適切なラプス関数を決定するような手続きを見出せるはずであ
る。少なくともシュバルツシルド時空からの微小な摂動について、そのような手続きを構築でき
る可能性は高いので、その方向で検討を進めたい。 
 
（２）特異性を有する変数係数を伴う波動方程式の解析ではレリッヒの不等式が有効であるこ
とを明らかにした。更に、その事実は特異性を持つポテンシャル項により摂動されたラプラシア
ンの本質的自己共役性とも密接に関係している。実際、レリッヒの不等式は原点における特異性
をラプラシアンによって制御するものであり、この制御可能性が本質的自己共役性に結び付い
ている。このレリッヒの不等式を応用することにより、波動方程式の解の挙動を特徴付けるのに
相応しい重み関数を伴う各点的な評価を導くことができた。これはソボレフの不等式の一般化
とみなすことができるが、同時に各点評価導くのに必要な関数の滑らかさは原点における特異
性の制御をどの程度まで要求するかに依存することを示唆するものとなっている。 
 具体的に、特異性をもつ変数係数の非線型波動方程式の解析にレリッヒの不等式を応用する
に際しては、自己無頓着となるようなアプリオリ評価が必要となるため、重み付きエネルギー評
価を導出した。このエネルギー評価はモラベッツ型のエネルギー不等式を一般化したものであ
り、重み関数にパラメータを導入し、非線型摂動のオーダーを反映させることができるように拡
張されている。これにより解の陽的な表示を用いることなく、光円錐から離れた領域では解の減
衰度が強くなることを導き、解の主要部が光円錐に集中していることを間接的に示すことがで
きた。まとめると、重み付きモラベッツ型エネルギー評価式とレリッヒの不等式から導かれる重
み付きソボレフの不等式を組み合わせることにより、特異性をもつ変数係数の波動方程式が非
線型摂動に対して安定となるような非線型指数の十分条件を決定したことになる。 
 一方、必要性についても検討し、その指数よりも非線型項のオーダーが等しいか小さい場合に
は有限時間内に解が爆発することを突き止めている。その研究では、方程式を更に一般化し、散
逸効果を含むような場合にも有限時間爆発が起こるような指数に関する十分条件を導いた。 
 また、非線型項のオーダーが丁度、臨界指数となるときには、解の最大存在時刻を初期値の振
幅をパラメータとして評価することにより、得られた臨界指数が自然なものであることの検証
を試みた。その上からの評価は既に得られており、下からの評価については、上からの評価と同
じオーダーを導くための最後の詰めの段階にある。 
 以上のように特異性をもつ変数係数の非線型波動方程式の解析に一つの枠組みを与えること
はできたが、双曲型方程式の解析では避けて通ることのできない、微分の損失の解消については
未だ不十分な状態にとどまっている。具体的には、高階の微分を評価するために方程式を微分す
ると、特異性が強くなってしまうため、レリッヒの不等式を介した、ラシアンによる制御が効か
なくなってしまうという困難が生じる。このため、形式的なレベルの計算では、非線型項に未知
関数の微分が含まれていても問題はないが、所望のアプリオリ評価を得るに至っていない。これ
までの研究では、零構造を扱う際に、速く減衰する特別な微分の方向を抽出し、その減衰の強さ
を利用して、所望のアプリオリ評価を導いていたが、特異性をもつ係数がある場合には、減衰度
のみならず、微分可能性の獲得が鍵となるようである。従って、弱零構造の特徴付けを行うには、
空間の位相を弱めて、弱零構造自身の形を最大限に活用することにより、微分の獲得を実現する
など、新たな視点から解析を進める必要があることが明らかとなった。 
 
（３）今後の展望としては、上述したように 3+1 形式における適切なラプス関数の決定法の確
立、及び、弱零構造自身が有する微分の獲得の仕組みの解明に関して、より本質的な課題に取り
組むことになる。また、副産物として、対称作用素の本質的自己共役性に関して、ポテンシャル
項の特異性の強さと非摂動項の微分のオーダーに密接な関係があることが出版予定の論文にお
いて示唆されている。この事実は梁の方程式など弾性体の解析への応用が期待される。 
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