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研究成果の概要（和文）：ソボレフ優臨界の楕円型方程式の解構造（分岐図式）を研究した．この方程式は，楕
円型方程式の研究で通常用いられる変分法が適用できないことが知られており，その解構造は未知の部分が大き
かった．この問題に対して領域を球に限定してDirichlet問題の正値解の分岐図式の分類を行った．特に球対称
特異解が重要な役割を果たすことを明らかにし，その解の存在と一意性を証明し，特異点における漸近展開を求
めた．また，いくつかの興味深い楕円型方程式に対してこの理論を適用し，分岐図式を分類した．

研究成果の概要（英文）：Solution structures, which are bifurcation diagrams, of supercritical 
elliptic Dirichlet problem are studied. It is known that standard variational approaches, which are 
used to study subcritical problems, are not applicable to supercritical problems. A large part of a 
solution structure was not known. In this study we consider positive solutions of elliptic Dirichlet
 problem when the domain is a ball. We show that a positive radial singular solution of the 
supercritical elliptic equation plays a crucial role in the study of bifurcation diagrams. We prove 
the existence and uniqueness of a positive radial singular solution and obtain an asymptotic 
expansion of the singular solution near the singular point. We apply our theory to several 
interesting elliptic equations and classify the bifurcation diagrams.

研究分野：非線形偏微分方程式

キーワード： ソボレフ優臨界　ジョセフ・ルンドグレン指数　球対称特異解　モース指数　分岐図式

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ソボレフ優臨界の増大度を持つ楕円型方程式について，２つの古典的な例（Gel'fand問題とジョセフ・ルンドグ
レンの問題）はよく知られていた．しかし，その他の方程式については，いくつかの限られた方程式についての
み断片的にしか知られていなかった．
この研究により，（今まで知られている例をすべて含む形で）大幅に一般化された非線形項において，球領域に
おける正値解の分岐構造が明らかになった．特に，多くの非線形項で上記の2つの古典的な場合と定性的に同じ
分岐図式となることを明らかにした．
この結果は球領域に限られるが，球領域ではない場合についても，研究の指針を与えるものと期待している．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
自然現象や社会現象の中には，２階偏微分方程式で記述されるものが数多く存在する．また，純
粋数学の立場からも２階偏微分方程式はさまざまな綺麗な構造があり，数学の他の分野におい
ても必要とされているため，これまでに多くの研究がなされてきた．２階偏微分方程式の中でも
代表的なものは，楕円型偏微分方程式，放物型偏微分方程式，双曲型偏微分方程式の３つである．
その中でも楕円型偏微分方程式は，歴史的に一番古く，また，放物型偏微分方程式や双曲型偏微
分方程式の定常問題としても現れるため，これまで多くの研究がなされ，さまざまな性質が明ら
かにされてきた． 
楕円型偏微分方程式を含むすべての偏微分方程式は，線形と非線形に分類され，それぞれの解
析に適した手法が開発されてきた．非線形楕円型偏微分方程式の最も有効な手法は変分法であ
る．変分法は 100 年以上前から知られており，初期の頃は直接法と呼ばれる方法が用いられて
きた．一方，直接法では捕まえることができない一般的な状況において，解の存在が本格的に研
究されるようになったのは1970年代からである．現在では，さまざまな手法が開発されている． 
 ところで，変分法では扱えない方程式が数多く存在することが，以前より知られていた．具体
的には，増大度が大きい非線形項を扱うことができず，ソボレフ劣臨界と呼ばれる条件が必要で
あった．変分法では必ずと言ってよいほど用いられる不等式があり（ソボレフの不等式と呼ばれ
ている），それを用いるために，ソボレフ劣臨界の条件が外せないからである．一見，技術的な
条件に見えるが，方程式が優臨界の場合には，劣臨界の場合には起こらない現象が見られ，劣臨
界の条件は本質的な条件と認識されている． 
 それでは，ソボレフ優臨界の場合はどのような現象があるのだろうか？優臨界の方程式では，
２つの古典的な場合が知られており，ここでは，それぞれ Gel’fand 問題，ジョセフ・ルンドグ
レン問題と呼ぶことにする．この 2つの問題は，球領域における Dirichlet問題の正値解の完全
な分岐図式が得られる問題で，この分野を牽引する最重要な先行研究となっていた．この例から
わかる劣臨界と異なる現象としては，例えば，非有界な解の族が存在する（劣臨界の場合は，必
ず有界となる）ことや，古典解にならない弱解が存在する（劣臨界の場合は，弱解は必ず古典解
となる）ことが挙げられる．この 2つの問題以外には，いくつかの限られた方程式に対して断片
的な事実が知られているのみであった． 
 ところで，臨界の場合はどうであろうか？臨界の場合は，変分法で扱うことができるギリギリ
の方程式であることが知られている．通常の変分法では扱えないが，さまざまな工夫を施すこと
によって臨界特有の現象が発見されてきた．臨界方程式は 90年代から本格的に研究されてきて，
現在，多数の研究者が参入して競争の激しい分野になっている． 
 
２．研究の目的 
（１）優臨界の場合：今まで知られているすべてのケースを含むような，優臨界の一般的な非線
形項を持つ楕円型方程式に対して，球領域の Dirichlet 問題の正値解がなす解構造（分岐図式）
を列挙し，それらを非線形項の性質によって分類することである． 
（２）劣臨界の場合：今まで知られている変分法を深化させることによって，これまで扱えなか
った劣臨界方程式を扱えるようにすることである． 
（３）臨界の場合：１で述べたように，現在，盛んに研究されているが，新たな研究の方向性を
打ち出すことによって，新しい展開を模索する． 
 
３．研究の方法 
（１）優臨界の場合：考える問題を球領域における Dirichlet 境界条件下における楕円型方程式
の分岐問題Δݑ + (ݑ)݂ߣ = 0とする．Gidas-Ni-Nirenberg の対称性の定理からすべての正値古典
解は球対称となることが知られている．そこで動径方向に関する常微分方程式に帰着させるこ
とによって，詳しい解の構造を明らかにする． 
（２）劣臨界の場合：知られている変分法の手法に改良を加える．それによって扱える方程式の
クラスを広げる． 
（３）臨界の場合：臨界方程式に対しては，先行研究を調査してさまざまな手法を学ぶとともに，
どのような現象が起きうるのか調査を行う．その上で実現可能（証明可能）そうな問題を探して
ゆく． 
 
４．研究成果 
（１）優臨界の場合：この研究課題の主要テーマである．成果を一言で述べると，球対称解の分
岐図式の大まかな分類に成功した． 
上記のように，球領域において優臨界の増大度を持つ分岐問題Δݑ + (ݑ)݂ߣ = 0の Dirichlet 問
題の正値解からなる枝を研究した．この問題では，枝は解のܮஶノルムのグラフとなることが以
前から知られていた．Gel’fand 問題，ジョセフ・ルンドグレン問題では，このグラフはある値
（一意的な特異解が存在するߣ）に収束し，非線形項の増大度によって，グラフが単調になった



り振動したりすることが知られていた． 
 この問題に対し，まず，݂(ݑ)の主要部が冪ݑ௣となる場合を考えた．その場合に，正値な球対称
特異解が一意的に存在し，グラフに沿って移動すると解はこの特異解に収束することを明らか
にした．さらに，増大度がジョセフ・ルンドグレン指数より小さい場合はグラフは振動し，大き
い場合はさらにいくつかの仮定のもとグラフは単調になることを証明した．これは，大まかには
ジョセフ・ルンドグレンの結果の一般化となる． 
 次に，݂ の主要部が指数関数݁௨となる場合を考えた．このときも，正値な球対称特異解が一(ݑ)
意的に存在し，グフラに沿って移動すると解はこの特異解に収束することを明らかにした．また，
空間次元が2 < ܰ < 10の場合はグラフは振動し，ܰ ≥ 10の場合はさらにいくつかの仮定のもと
グラフは単調となることを証明した．これも，大まかには Gel’fand問題の一般化となる． 
 最後に，一般的な増大度を持つ非線形項݂(ݑ)の場合を考えた．この場合も正値な球対称特異解
の存在と一意性と古典解の特異解への収束を示した．特に，増大度の共役指数ݍと，藤嶋陽平氏
（静岡大学）によって導入された擬スケールを用いることによって，上記の 2 つを統合した定
理を証明することに成功した．これによって，一般的な増大度を持つ分岐図式の大まかな分類は
完成した．特に，モデルケースである， 

Δݑ + ߣ exp(⋯ exp(ݑ)⋯) = 0 
（指数関数は݊回合成する）は，空間次元が2 < ܰ < 10の場合は振動し，ܰ ≥ 11の場合は単調と
なることを明らかにした．従って，空間 10 次元を除けば古典的な Gel’fand問題の場合と定性的
に同じ分岐図式となることが明らかになった．一方，10次元の場合は，未解決のまま残された． 
 
（２）劣臨界の場合：劣臨界は変分法が有効な場合であり，この研究課題で下記の制限付き変分
問題を扱った．ܮଶノルムが一定という制約のもとで考える．遠方で定数に収束する非斉次なポテ
ンシャル項と，一般の劣臨界の非線形項を持つ汎関数の最小化問題（最小化元が存在するか？を
問う問題）を考えた．この問題は対応するシュレディンガー方程式の安定な定在波解を求める問
題から派生した問題で，1980 年代から現在まで数多くの先行研究がある．しかし，多くはポテ
ンシャル項が定数である場合や，非線形項が冪である場合であり，上記のような一般的な状況で
は最小化元の存在が知られていなかった．この問題に対して，エネルギーの評価の方法を改良す
ることによって，今まで扱えなかったような一般的な状況で，最小化元の存在と非存在に関する
定理を証明することができた．また，この手法を用いて，２連立シュレディンガー方程式に対応
するエネルギー汎関数の制限付き最小化問題についても，新たな定理を示すことに成功した． 
 
（３）臨界の場合：領域を３次元以上の円環領域とする．Henon 方程式Δݑ + ݑ௣ିଵ|ݑ|ఈ|ݔ| = 0の
Dirichlet 問題の球対称解を考える．この問題は，任意の݊ ≥ 1に対して，݊個の結節領域を持つ
球対称解がちょうど２つ持つことが先行研究によって明らかにされている．その線形化固有値
問題の固有値を考える．ここで，固有値の符号は，正の固有値が無限に存在するように選んだ．
固有値は方程式と解に関係する重要な量であり，基本的な研究対象である．しかし，固有値の正
確な値を求めることは極めて難しく，特殊な場合以外は，関数解析の一般論で得られること以上
のことが分かることは多くない．そこで，固有値を求める代わりに，負の固有値の数を求めると
いう問題を考える．負の固有値の数はモース指数と呼ばれ，解の不安定度を表す量である．モー
ス指数も具体的に決定できる場合は少ないのだが，この問題では，方程式が臨界型であることか
ら成り立つ特殊な性質を最大限利用して，すべての球対称解について，円環領域の内側の半径が
小さい場合に，モース指数を具体的に決定することに成功した．さらに，指数ߙと݌が特殊な値の
場合は，正値解のモース指数が，円環の内径が必ずしも小さくなくても決定することに成功した．
具体的には外径と内径の比と空間次元ܰによって決定される．多次元領域においてモース指数が
決定できる場合は非常に限られており，この研究は重要な例になると期待している．また，この
研究からモース指数に関連するさまざまな問題が派生し，新たな研究領域を開拓したことも大
きな成果だった． 
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