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研究成果の概要（和文）：理論科学や工学に現れる偏微分方程式系において、多成分間の相互作用によって生ず
る解の様々な挙動を、スケーリング等の大域解析学による手法で明らかにした。特に空間2次元の指数型楕円型
方程式系とスモルコフスキー・ポアソンの爆発解において質量量子化が実現され、その特異点の位置が点渦系ハ
ミルトニアンによって制御されること、関連する2次元正規化リッチ流に関する拡散幾何の結果が勾配不等式と
臨界多様体の理論によって再現されることを示した。

研究成果の概要（英文）：We have clarified the behavior of the solution to the system of partial 
differential equations in theoretical sciences and engineering, using the method of global analysis 
such as scaling. Particularly, mass quantization and the control of the singular spots by the point 
vortex Hamiltonian are confirmed for 2D elliptic equations with exponential nonlinearity and 2D 
Smoluchowski-Poisson equation. Geometric results on the 2D normalized Ricci flow are also recovered 
by the theory of gradient inequality and critical manifold.

研究分野： 非線形偏微分方程式、応用解析学

キーワード： 非線形偏微分方程式　大域解析学　非平衡統計力学　自由境界問題　特異性

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
数理科学や工学で用いられる数理モデルの多くは非線形偏微分方程式の連立系で記述される。本研究は、自己組
織化が同一テンプレートのコピーとして出現されること（量子化）や、同一のハミルトニアンによって個別粒子
の運動が集約されて連続分布となり、さらにその連続分布が集約されて粒子としてふるまう現象（循環的階層）
を、新規に開拓した大域解析学の方法で解明し、数学のみならず関連分野に新たな視座を与えたものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１． 研究開始当初の背景 
 
乱流の中に長時間現出する秩序構造、腫瘍の形成や多種生物の相互作用、ダム内に見出される自
由境界を支配するテンソル、界面として現れる電磁波の特異性など、偏微分方程式は、生命や物
性など自然界に現れる現象を理解し、予測して制御するための基本的なモデルである。解の存在
と一意性に関する基本定理だけでなく、爆発機構も含め、多彩で深遠な大域的描像を現出するそ
の力学系を解明することは、数理解析学の大きなミッションであり、変分構造やスケーリングに
よって、解の存在や一意性を制御する臨界指数という基本的な概念が定着してきた。しかし、双
対法、エントロピー法、ラグランジュ法という新しい手法が開発されるとともに、多成分系にお
いては、各成分の相互作用が補完して、臨界指数が遠くに押しやられる現象が提示され始めてい
る。これらの成果は、現時点では解析技術の改良に伴う断片的な進歩にすぎないが、多数の変数
の相互作用によってシステム全体が安定化する現象の多くは、それらを支配する本質的な原理
が隠されているものと考えられる。 
 
 
２．研究の目的 
 
多成分の相互作用の補完によって特異性が消滅し、臨界指数や爆発機構が変動する状況がどこ
まで有効であるかについて、関数解析学と大域解析学を用いた新しい解析法によって明らかに
する。変数が多くなればそのダイナミクスは複雑になり、数学解析は困難になるというのが方程
式論の常識であり、数学が明らかにしてきた対象は比較的少数の変数に関するモデルに限られ
る傾向があった。一方で、乱流の中に見出される秩序、多数の遺伝子、細胞、種が、階層を越え
て相互作用する生命現象など、多様で複雑な状況の中にロバストで安定な構造が見出される現
象は確かにあり、その理解にはこれまでとは異なる視点からの数学が必要である。 
 
 
３．研究の方法 
 
本研究は、変分構造やスケーリングを用いた解析に加えて双対法や勾配不等式などの関数解析
学、ラグランジュ座標で記述した変換テンソルの解消などの大域解析学を新規に応用し、これら
の問いに応えるもので、方法も対象も従来とは異なる視点をもつ。 
 
 
４．研究成果 
 
（1）多種生物や物質の相互作用を記述する反応拡散方程式の解の時間大域的挙動 
 
多成分の相互作用によって特異性が解消されて解が均質化することを、数理生態学のモデルを
用いて分析した。多変数が 2次反応を引き起こす常微分方程式系において、質量保存と複数のエ
ントロピーを有する多数のカテゴリーを見出し、特に定常解以外のすべての解が周期的になる
方程式系を導出した。さらに、数理生態学モデルにおいてポアソン構造が成り立つものに着目し、
微分形式を用いて記述される可積分系を定式化した。 
 
次いでこの構造を反応拡散系に拡張し、空間 2次元のロトカ・ボルテラ系で常にプレコンパクト
な大域軌道が存在することを、空間 2次元で初めて明らかにした。さらに質量散逸の下での時空
の L^2 評価、双対写像のコンパクト性に関するリースの定理を用いた弱軌道の L^1 コンパクト
性を証明した。これらの結果は、反応拡散系の研究を急速に進展させ、Fellner 他により、2次
の増大度をもち、正値性と全質量を保存する反応拡散系では、任意の次元において常にプレコン
パクトな大域軌道が存在することが明らかにされるに至った。 
 
 
（2）多強度点渦系平衡平均場方程式に関連するモデルの量子化する爆発機構の解明 
 
点渦平均場方程式は、カオスの伝播という条件の下に現れるキルヒホッフの点渦方程式の極限
である。代表者による 1990 年の古典的な結果以来、後者をハミルトン系で書いたときのハミル
トニアンが、前者の解の凝縮現象を広く制御している原理（循環的階層）が認識され、広範な研
究が積み重ねられている。本研究では、対称化の方法を適用し、コラプス質量とスケーリング極
限で現出する全域解の全質量が等しいことを主張する質量等式を導出し、この不等式をもとに、
精密な爆発解析によってスケールされた解のテールを評価して、Y.Y. リィ型の局所一様評価、



特異極限を支配するハミルトニアンの臨界点と解の線形化作用素の非退化性やモース指数の一
致（漸近非退化性）が成り立つ非線形項を極限まで拡張した。 
 
点渦平均場方程式は、楕円型・放物型の連立系であるスモルコフスキー・ポアソンの定常状態を
場の変数で記述したものである。これまで有限次元と無限次元の爆発解の挙動について質量量
子化とハミルトニアンの制御が知られていたが、これらの証明をスケーリングと 2 次モーメン
トの解析を用いて簡略化し、空間 2次元における動的循環的階層原理を確立した。 
 
空間 2 次元の正規化リッチ流はポアンカレ予想に対する拡散幾何からのアプローチとして定式
化されたものである。微分幾何学の方法によって解の時間大域的存在と定スカラー曲率曲面へ
の収束とそのレートが知られていたが、本研究ではこの方程式を一般化して、スモルコフスキ
ー・ポアソン方程式と類似の熱力学構造をもつ方程式を導出し、Trudinger-Moser 不等式、Moser
の反復法、ベニラン型不等式、集中コンパクト原理、臨界多様体と勾配不等式を用いた非線形解
析の枠組みで、収束レートを除いてそれらの結果のすべてを再現した。また収束レートの解析に
よって、この方程式は中心多様体理論が適用できない枠組みにあることも明らかにした。 
 
ブラウン粒子に対する非平衡小正準統計力学によって、質量保存、エネルギー保存、エントロピ
ー増大の法則を持つ平均場方程式が知られていたが、特に空間 2次元の古典粒子について、エン
トロピー生成有界の下でプレコンパクトな大域軌道が存在することを証明した。 
 
 
（3）ダム内に浸透する水領域など自由境界探索に現れるテンソルの制御 
 
領域変分の計算でテンソルの大規模なキャンセルが発生することを、移動する座標での積分量
の時間に関する高階微分に関するリュービルの公式を詳細に研究することによって明らかにし
た。特にグリスバールの公式によって 2階偏導関数において曲面の第 2基本形式が残ること、ま
たディリクレ積分のように被積分関数に微分を含んだものの領域変動について別の項が現れる
こと、角のような形状に特異性をもつ領域に対して標準的でない楕円型正則性が成り立つこと、
リュービルの面積公式が微分形式の変換によって得られることを明らかにした。 
 
次いでこれらの成果をグリーン関数や固有値に対するアダマール変分の計算に適用し、グリー
ン関数ではノイマン境界条件化での第 2 変分を確定した。また固有値については重複する場合
の再編方法を明示的に表示して、100 年来の先行研究結果を精密に再現することに成功した。 
 
 
（4）マクスウェル方程式など保存系の解の界面消滅 
 
代表者は、定常マクスウェル方程式（アンペールの法則）において、見かけ上の過剰決定性によ
り、界面を貫く正則性が標準的なものより改善される成分があること（界面消滅）を明らかにし
た。その後ストークス方程式への拡張、微分形式を用いた表記など、いくつかの進展がなされて
きたが、これらはいずれも定常的な楕円型理論の枠組みにとどまっていたが、本研究では電磁波
の時間発展問題でも同様に界面消滅が達成されていることを明らかにした。この成果はこれま
での定常解に関する結果を 1 次微分形式に書き直すことに端を発し、非定常マクスウェル方程
式がミンコフスキー計量下での 2 次微分形式で記述できることに注目したものである。本研究
により統一的な解析方法が確立したことで、現在では、任意次数の微分形式や双対形の方程式へ
の拡張、多様体上の微分形式の取り扱い、数理物理学への応用など、周辺研究が精力的に進めら
れるに至っている。 
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