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研究成果の概要（和文）：本研究課題では、近似解の列の相対コンパクト性がアプリオリには成り立たない「臨
界型変分問題」を取り扱い、解空間の大域的構造及び近似解の列がコンパクト性を喪失する機序について研究を
行った。特に領域の境界の曲率や形状、滑らかさなどの微分幾何学的性質の影響について、 Hardy 型不等式や 
Trudinger-Moser 型不等式に付随する変分問題を中心に研究を行い、コンパクト性喪失メカニズムと領域の幾何
との相関に関して新規な成果を得た。また、制約条件付きベクトル場に対する Hardy-Leray 不等式の最良定数
についても結果を得た。

研究成果の概要（英文）：In this research project, we concern the variational problems of critical 
type, in which the relative compactness of approximating solutions does not hold a priori, and 
studied the global structure of solution spaces and the mechanism of loss of compactness of 
approximating sequences. In particular, we mainly treated variational problems related with Hardy 
and Trudinger-Moser inequalities and obtained novel results concerning the effect of domains 
(curvature, shape, smoothness, etc.) on the mechanism of loss of compactness. Also we studied 
Hardy-Leray inequalities for vector fields under differential constraints (curl-free, or solenoidal)
 and obtain new results.

研究分野：変分法

キーワード： 臨界型変分問題　非コンパクト性　爆発解析　Hardy 不等式　Trudinger-Moser 不等式

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究課題では、 臨界型変分問題の解空間の大域的構造やエネルギー汎関数の非コンパクト性が、領域の境界
の曲率や領域の形状、滑らかさなどの微分幾何学的性質とどのように関係するのかを定量的に解明することを目
的とした。臨界型変分問題の代表例である Hardy 不等式や Sobolev 不等式などの関数不等式の最良定数に関わ
る変分問題は、それら関数不等式が解析学の広範な分野で基本的道具として使用されていることを鑑みると、そ
の重要性は論を俟たない。また、関数列の（非）コンパクト性という解析的性質と領域の幾何学的性質の相関の
解明は、工学や数値解析などの分野でも重要であろう。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
一般に「臨界型変分問題」とは、その付随するエネルギー汎関数（変分汎関数）が、 Palais-Smale 
の意味でのコンパクト性条件をアプリオリにみたすとは限らないために、変分法の直接法や「峠
の補題」の援用といった古典的な変分法による取り扱いが困難な変分問題のことをいう。
Sobolev 不等式や Hardy 不等式、Trudinger-Moser 不等式などの解析学における一連の基本
不等式は、考察する関数空間に属するすべての関数について、その可微分性と可積分性のバラン
スを不等式の形で明示するものである一方、不等式に現れる最良定数に対する最小化列や近似
解の列が許容関数空間の中でアプリオリには相対コンパクト列になるとは限らない臨界型変分
問題の代表例でもある。Palais-Smale コンパクト性条件が破れる際の詳しいメカニズムについ
ては、1980 年代に始まる P.L Lions, Struwe, Brezis 等による研究によってその解析が進展し、 
非コンパクトな解の列、より一般には非コンパクトな Palais-Smale 列や最小化列は、『エネル
ギー汎関数に作用する非コンパクトな群による変換に沿って、量子化された単位量ずつの質量
やエネルギーを流出させながらコンパクト性を喪失していく』という描像が理解されるように
なった。「臨界型変分問題に起こる非コンパクト性の原因は集中現象と消失現象である」ことを
喝破した Lions の「凝集コンパクト性原理」は、現在、解析学の主導的原理の一つとして楕円
型方程式論に限らない広範な応用を持つに至っている。この凝集コンパクト性原理は、後に 
Struwe によって集中や平行移動による消失とは逆のスケール変換・平行移動変換を関数列に施
して、順次その差を考えるという階層的な議論に基づく「大域コンパクト性原理」の形にまで洗
練され、現在では、Palais-Smale 列とは限らない一般のノルム有界列に対する「プロファイル
分解」が解析学の諸分野で広く応用され始めている。一方、個別の問題の中には、一般論として
の「凝集コンパクト性原理」「大域コンパクト性原理」の単純な適用だけでは手に負えず、その
解決のためには新しいアイデアと解析技術が必要とされるであろう長く未解決な問題も多く存
在している状況である。 
２．研究の目的 
 
Sobolev 不等式や Hardy 不等式、Trudinger-Moser 不等式などの解析学における一連の基本
不等式は、考察する関数空間に属するすべての関数について、その可微分性と可積分性のバラン
スを不等式の形で明示するものである一方、不等式に現れる最良定数に対する最小化列や近似
解の列が許容関数空間の中でアプリオリには相対コンパクト列になるとは限らない臨界型変分
問題の代表例でもある。本研究課題の目的は、種々の解析学の基本不等式に関わる臨界型変分問
題において、領域の境界の曲率や形状、滑らかさ・特異性などの幾何学的性質が、付随する変分
汎関数の臨界点集合の大域的構造やその非コンパクト性にどのように影響するのかを、偏微分
方程式論的手法と微分幾何学的手法を駆使して定量的に明らかにすることである。 
 
 
 
３．研究の方法 
 
臨界型変分問題においては、その解空間の構造を調べる手法として「爆発解析」の方法が強力で
ある。一般に、方程式に適合したスケーリングによって非コンパクトな（近似）解の列がコンパ
クト性を喪失する状況を解析する手法を爆発解析と呼ぶ。爆発解の列は、領域上の測度ゼロの集
合上にデルタ関数的に質量を凝集させ、コンパクト性を喪失していく。領域が滑らかな場合は、
その質量の凝集する点（爆発点）の位置は、領域のグリーン関数から定まるロバン関数またはハ
ミルトニアンと呼ばれる関数の臨界点となることが知られている。 
例えば有界領域上の臨界 Sobolev 不等式の最良定数を定める最小化問題の最小化列は、領域の
グリーン関数から定まる Robin 関数と呼ばれる関数の最小点に集中することでコンパクト性を
喪失し、強収束しない。爆発解析によって、爆発点の特徴づけが得られ、Pohozaev 型の積分恒
等式を用いることで $L^{¥infty}$ ノルムが無限大となる際の詳細な漸近挙動も得られる。本
研究課題でも主な研究方法として爆発解析の方法を採用する。爆発解析を行う際には、その極限
方程式の解析が最も重要である。 爆発点が内点の場合は全空間で定義された極限方程式が、滑
らかな境界上の一点である場合は半空間上の極限方程式が得られる。これら極限方程式の解の
定性的性質は爆発解析にとって決定的に重要であるが、たとえば定義領域が滑らかではなく、そ
の爆発点の位置が領域のカド点などの場合、どのようなスケール変換で極限方程式を考察する
かも自明ではなく、滑らかでない特異領域上での爆発解析は現在まで多くは行われていない。 
一方、滑らかさを全く仮定しない有界領域では、最も基本的な Rellich のコンパクト埋め込み
定理さえ不成立であるが、このような一般領域上で、非コンパクトな最小化問題の最小化列がど
のような機序でコンパクト性を失うのか、また、その非コンパクト性と領域の特異性がどのよう
に関係しているのか、について、爆発解析と幾何学的諸量を用いて定量的に説明する試みは現在



のところ見当たらない。例えば、滑らかな有界領域ではロバン関数の最小点は領域の内点となり、 
指数が十分に臨界指数に近い「近臨界」 Sobolev 型方程式の最小エネルギー解の爆発点も必ず
内点となるが、ロバン関数の最小点が境界上に位置する「野性的」な領域が知られている。 
そのような野性的な領域上での近臨界 Sobolev 型方程式について、劣臨界指数から指数を臨界
指数に近づけた場合の爆発解析が Pistoia-Rey (CVPDE, 2003) によって行われているものの、 
他の臨界変分構造を持つ楕円型方程式の場合には、その爆発点の位置について、多くのことは知
られていないようである。 
以上の状況から、本研究課題では、集中・消失現象を起こす非コンパクトな臨界型変分問題にお
いて、その解空間の大域的構造、及びコンパクト性喪失メカニズムと領域の幾何の相関を爆発解
析と微分幾何学的手法を融合した視点から解析する。 
 
 
４．研究成果 
 
本研究課題推進中の 4年間で、研究代表者は計 17 本の学術論文（うち 4本が国際共同研究論文）
を発表し、内外の研究集会・セミナーで計 19 回の招待講演（うち 4回が国際研究集会での講演）
を行い、研究成果発表に尽力した。この期間中の研究成果として、（１）臨界 Hardy 不等式と調
和移植との関係（研究分担者・佐野めぐみ氏との共同研究）（２）渦無しまたは湧き出し無しベ
クトル場に対するシャープ Hardy-Leray 不等式の最良定数の研究（濱本直樹氏との共同研究）
（３）1次元分数べき Trudinger-Moser 不等式の研究（４）Finsler ラプラシアンにより駆動
される楕円型方程式の解の漸近解析と各種不等式への応用（Sadaf Habibi 氏との共同研究）、が
ある。佐野氏、濱本氏は研究代表者・高橋の下で学位を取得した元学生、Habibi 氏は現在、大
阪公立大学の博士課程に在学中の学生である。このうちベクトル場に対する Hardy-Leray 不等
式は Cazacu, Flynn, Lam たち海外研究グループの興味を引き、「制約条件付きベクトル場に対
する Caffarelli-Kohn-Nirenberg 型不等式、不確定性原理不等式の研究」という、新しい数学
研究の分野を創始する契機となった。また、分数べき Sobolev 空間 $H^{1/2}$ をベースとす
る 1次元 Trudinger-Moser 不等式の研究は Martinazzi, Mancini たちイタリアの研究者の注
目を引き、本研究計画中に彼らを複数回日本に招聘する契機ともなった。さらに、臨界 Hardy 
不等式は境界からの距離型 Hardy 不等式と類似の性質を持つことが以前より知られていたが、
J. Byeon 氏、佐野めぐみ氏らとの共同研究によって、その最良定数の達成可能性・不可能性と
領域の幾何との相関についてかなり詳しい描像が描けるようになった。これは本研究課題で設
定されていた最も主要な問題に、臨界 hardy 不等式の最良定数に関わる最小化問題という具体
的な例ではあるが、簡潔な回答を与えた成果と考えている。 
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