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研究成果の概要（和文）：相対ねじれ（コ）ホモロジー群を導入することより、これまで除外されたパラメータ
ーが整数になった場合でも Lauricella の超幾何微分方程式系 F_D を解の積分表示から研究することが可能に
なった。実際に、パラメーターが整数になった場合のこの微分方程式系モノドロミー表現、パッフ形式、ねじれ
周期関係式に関する結果を得た。

研究成果の概要（英文）：By introducing relative twisted (co)homology groups. we can study 
Lauricella's system F_D of hypergeometric differential equations by Euler type integrals even in 
case some parameters become integers. In fact, we obtain some results on the monodromy 
representation, Pfaffian systems and twisted preiod relations on this system with integral 
parameters.  

研究分野： 特殊関数論

キーワード： 超幾何関数　超幾何微分方程式系　相対ねじれコホモロジー群　相対ねじれホモロジー群　モノドロミ
ー　ねじれ周期関係式

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
超幾何微分方程式系の研究では、パラメーターが整数になる場合は除外していた。現時点では、解の積分表示が
線積分となる超幾何微分方程式系 F_D だけに対して、相対ねじれ（コ）ホモロジー群が設定されているが、こ
の方法が多重積分についても一般化されることで、パラメーターが整数になる場合を除外する必要がなくなるこ
とが期待される。特に統計分野で現れる超幾何関数は、パラメーターが整数になる場合がとても多いので、この
方面への応用が期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１. 研究開始当初の背景 
超幾何微分方程式系の研究では, その方程式系が有する解の Euler 型の積分表示を用いること
が有効である. しかし, 超幾何微分方程式系に付随するパラメーターが整数になる場合に, 広義
積分が収束しなくなったり, 恒等的に 0 となる関数に退化したりすることが生じて, その効力
を失ってしまう問題点があった.  
そのような不都合を解消するために, パラメーターが整数になった場合の対処方法の研究が, 
研究代表者の論文  The monodromy representations of local systems associated with 
Lauricella's F_D, Kyushu J. Math. 71 (2017), 329–348. 等により, ある程度は進展していた. 
実際, パラメーターが整数になった場合の基本的な考え方は, 整理され始めていた.  
これまでの研究に用いてきた Euler 型の積分表示の積分路の空間に関するねじれホモロジー群
を相対ねじれホモロジー群に一般化することが有力であることが予想されていた.  
一方で, 積分する微分形式の空間に関するねじれコホモロジー群のこの一般化に対応する相対
ねじれコホモロジー群については, どのように設定するべきかがよくわからない状態であった.  
 
２. 研究の目的 
解の積分表示を有する種々の超幾何微分方程式系に対して, パラメーターが非整数条件をみた
さなくても, その局所解空間と標準的に同型になる相対ねじれホモロジー群の定義を与え, そ
の双対空間と標準的に同型になる相対ねじれコホモロジー群を設定する.  
このように新しく導入された空間と交点形式を介して双対空間となる相対ねじれ(コ)ホモロジ
ー群も定義し, パラメーターが非整数条件をみたさない場合のモノドロミー表現, 局所解空間
の接続問題, パッフ形式の接続行列, 隣接関係式, 等を考察する.  
また, パラメーターが非整数条件をみたさない状況の場合分けにより, 調べられてきた公式や
関係式に対して, 相対ねじれ(コ)ホモロジー群の導入による統一理論を構成する.  
超幾何関数の以外の積分表示を有するリーマンゼータ関数や多重対数関数等に対しても, 相対
ねじれ(コ)ホモロジー群の設定を試み, 特殊関数に対する新しい研究手法の確立を目指す.  
 
３. 研究の方法 
（コ）ホモロジー群に関する専門家と研究打合せ（対面形式と Zoom によるオンライン形式の両
方）を繰り返し行い, 理論を組上げていった. そして, 多数の具体例をコンピューターに入力
し, 数式処理システムを用いて計算することで, 得られた定理や命題が正しいことの検証を実
施した.  
北海道特殊関数セミナーを主催し, この研究に関係する研究者を招いて研究に関する最新の情
報交換を行った.  
パラメーターが整数でない場合に得られていたガウスの超幾何関数がみたすねじれ周期関係式
に興味を有している海外の物理学者と, ねじれ（コ）ホモロジー群と物理学における Feynman 
Integrals との関係の相互理解を図る研究交流を, 物理学者が所属する大学(イタリア)でセミ
ナーを行う形式で実施した.  
研究集会で得られた結果を発表して, さまざまな分野の専門家からのコメントをいただき, そ
れらを以後の研究に活用していった. 
 
４. 研究成果 
(1) Lauricella により導入された m変数幾何微分方程式系 F_C は m+2 個の パラメーターを
有する階数 2^m のフックス型方程式系である. 先行研究として, この微分方程式系のモノドロ
ミー表現は, パラメーターのある種の非整数条件のもとで求められていた. その表現を得るた
めに用いられている解空間の基底を改良することで, パラメーターに課している条件を緩める
ことができた. そして, その緩めた条件の下でモノドロミー表現が既約になることを示した. 
この結果をまとめた論文は, 2019 年に Hokkaido Math. J. から出版されている. 
 
(2) Appell により導入された２変数幾何微分方程式系 F_2 は５つのパラメーターを有する階
数４のフックス型方程式系である. そのパラメーターが (4/3,2/3,2/3,4/3,4/3) の場合, 解の
積分表示に現れる被積分関数の冪に整数が現れ, 方程式系は可約になり, よく知られているこ
の方程式系の基本解系は無効になる. このパラメーターの場合に有効になる４つの１次独立な
解を原点の小さな近傍上で与え, それらの連比を解析接続して定まる写像については, 先行研
究で調べられていた. その写像を複素射影平面内の６直線で分岐する巡回３重被覆から得られ
る K3 曲面と Mixed Hodge structure を用いて, K3 曲面族の周期写像として再構成した. そし
て, その像の解析的集合としての特徴づけを与え, その逆写像をテータ関数を用いて具体的に
表示した. この結果をまとめた論文は, 2019 年に Publ. Res. Inst. Math. Sci. から出版され
ている.  
  



（3）一般超幾何微分方程式 _3F_2 を２変数化した階数 9の超幾何微分方程式系について, 解
の積分表示, 基本解系, 特異点集合, モノドロミー表現, について先行研究で明らかにされて
いた. その先行研究では, 特異点集合の補集合の基本群は３つの loops で生成されることは示
されていたが, それらがみたす基本群の元としての関係式を完全に決定した. また, モノドロ
ミー表現が既約になるためのパラメーターに関する十分条件を与えた. この結果をまとめた論
文は, 2020 年に Internat. J. Math. から出版されている. 
 
(4) 超幾何微分方程式系の解が線積分表示を有する Lauricella’s F_D に対しては, これまで
用いていたねじれホモロジー群を相対ねじれホモロジー群に一般化し, ねじれコホモロジー群
を相対ホモロジー群の設定で現れる因子の集合上で零になる微分形式を考えることで, 相対ね
じれコホモロジー群を定義した. これらの群を導入することにより, どのようなパラメーター
に対しても, これまでに知られているねじれ（コ）ホモロジー群による研究手法を用いることが
できるようになった. モノドロミー表現を決定する周回行列や微分方程式系のパッフ形式の接
続行列を相対ねじれ（コ）ホモロジー群上に定義される交点形式を用いて単純な形で表示するこ
とができた. また, この微分方程式系のモノドロミー表現が自明になるためのパラメーターに
関する必要十分条件を与えた. 以上の結果をまとめた論文は, Funkcial. Ekvac. から出版予
定.  
 
(5) Appell により導入された２変数幾何微分方程式系 F_2 は, パラメーターが 
(1/2,1/4,1/4,1/2,1/2) の場合も, 解の積分表示に現れる被積分関数の冪に整数が現れ, 方程
式系は可約になり, よく知られているこの方程式系の基本解系は無効になる. このパラメータ
ーの場合に有効になる４つの１次独立な解を原点の小さな近傍上で与え, それらの連比を解析
接続して定まるシュワルツ写像の像について, その性質を調べた. ここでは, 解の積分表示を
相対ねじれ（コ）ホモロジー群の自然なペアリングとみなさずに, 方程式系の可約性から解の重
積分表示が線積分表示の積に分解する性質を利用して, 現れた線積分をある種数３の代数曲線
のアーベル・ヤコビ写像とみなして考察して, 以下の結果を得た. １. 局所解空間の基底で, 
すべての周回変換が整数係数の行列で表現されるものを構成し, それらの行列で生成されるモ
ノドロミー群をある種の合同群として特徴づけた. ２. シュワルツ写像の像は３次元射影空間
内の２次元部分空間であるが, それが上半空間を底空間とし, 楕円曲線の直積をファイバーと
するファイバー束内の解析的集合の稠密な開集合と同型になることを示し, 解析的集合を定め
る定義式を具体的に与えた. ３. シュワルツ写像の逆写像をテータ関数を用いて具体的に与え
た. 以上の結果をまとめた論文は, 2022 年に Tohoku Math. J. (2) から出版されていて, その
内容は Colloquium at Galatasaray University (Galatasaray University, イスタンブール) 
で発表された.  
 
(6) パラメーターが (1/4,3/4,1) の超幾何微分方程式に関するシュワルツ写像とその逆写像を
考察することにより, Jacobi の公式の類似公式を得ることができた. その公式において, 上半
空間の変数を２倍にした場合に, 関数たちの変化を追跡することで, 超幾何関数がみたす変数
変換公式を与えた. そしてこの公式から２つの拡張された平均を定義して, これらの平均を繰
り返し行うことで得られる極限の表示公式を与えた. 以上の結果をまとめた論文は, 2023 年に
Hokkaido Math. J. から出版されている. 
 
(7)一変数の場合には一般超幾何級数になり, 多変数で階数が一番低く抑えられた場合には, C
型の Lauricella 超幾何級数になる m変数超幾何級数を導入した. その級数の収束域を決定し, 
Euler 型の積分表示を与え, その級数がみたす m個の微分方程式を見つけ, それらで生成され
る微分方程式系の階数が p^m になることを示した. また, 原点の近くの点の近傍におけるこの
微分方程式系の基本解系を与えた. そしてその微分方程式系の特異点集合が m 個の座標超平面
と p^(m-1) 次の既約超曲面になることを示した. 以上の結果は, 論文 
A system of hypergeometric differential equations in m variables of rank p^m 
としてまとめ, preprint 2024 として arXiv:2404.00295 [math.CA] にて公開している.  
 
(8) イタリアで物理学者と行ったセミナーで講演したねじれ（コ）ホモロジー群, 交点形式, ね
じれ周期関係式に関する内容をまとめて, この分野を勉強する学生向けの講義録を作成した. 
先方のご厚意により, このあと開催された研究集会 「MathemAmplitudes 2019: Intersection 
Theory & Feynman Integrals」の Proceeding として掲載されることになった. 
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