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研究成果の概要（和文）：反射方程式の解の研究と量子アフィン（超）代数の表現論の研究を行った。前者で
は、まず３次元反射方程式の解から得る研究を行ったが、次第にi量子群の理論を用いる方法へと傾斜してい
き、最終年度にはi結晶という概念を効果的に活用して、A型の場合にすべての準分裂型佐武図形で組合せ論的K
行列の具体形を得た。後者では、orthosymplectic超リー代数に付随するアフィン量子群の場合にq-振動子表現
を含む適当な表現の圏を定義し、新しい表現の族を構成した。また、C型q-振動子表現とD型有限次元表現が、完
全モノイダル関手によって互いに補間される関係にあることを明らかにした。

研究成果の概要（英文）：Solutions of the reflection equation and the representation theory of 
quantum affine (hyper)algebras are studied. In the former, we first studied a method to obtain from 
solutions of the three-dimensional reflection equation, but gradually shifted to a method using the 
theory of iquantum groups. In the case of type A, we obtained explicit forms of the combinatorial 
K-matrices for all quasi-split Satake diagrams. In the latter, in the case of affine quantum groups 
associated with orthosymplectic Lie superalgebras, we defined a category of representations 
including q-oscillator representations and constructed a new family of representations. We also 
found that q-oscillator representations of type C and finite-dimensional representations of type D 
are mutually interpolated by an exact monoidal functor.

研究分野： 数学

キーワード： 量子群　超リー代数　結晶基底

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
反射方程式は、ヤン・バクスター方程式とともに境界付き１次元量子系や２次元統計力学系の可積分条件を与え
るものである。この解が多く構成されたことによって可積分系研究への応用が期待される。量子アフィン超代数
は、従来詳しく研究され、多くの応用をもたらした量子アフィン代数を拡張するものであり、超双対性を通じて
量子アフィン代数の有限次元表現の圏とq-振動子表現の圏を関係づける。また、古くから表現論分野で知られて
いるHoweの双対ペアの理論の量子アフィン類似とみなすこともでき、Howe理論を新しい視点で再構成することに
も繋がる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
量子群は１９８５年ごろに導入された概念だが、リー環や代数群の表現論、低次元トポロジー

における不変量、可積分系の研究などに大きな変革をもたらした。量子群のなかでも代表的なヤ
ンギアン、カッツ・ムーディー・リー環に付随する量子展開環やその双対である量子座標環につ
いては理解が大きく進んだ。一方で、近年量子群研究は新たな展開を見せている。例えば、Clark-
Hill-Wang は anisotropic 型超リー代数に付随する量子群の可積分表現に対して、柏原の意味
での結晶基底の存在を示した。また、研究代表者らはアフィン A型超リー代数に付随する量子群
に対し、Kirillov-Reshetikhin (KR) 加群という特殊な有限次元表現を構成し、これが結晶基底
を持つことを示した。上で述べた量子群の範疇には収まらないが、量子可積分系への応用という
観点からは重要な楕円量子群や Ding-庵原-三木代数という新しい量子群の研究も進展している。
他方では、研究代表者が取り組んできた結晶基底の組合せ論に関わる分野では未解決の問題が
残されていた。他の研究領域での進展からアイデアを得て解決へ向けて前進する可能性も高い。
それらの中で以下の問題に興味をもった。 
 
(ア) アフィン量子超代数の表現論、q-振動子表現、超双対性 
最近、超リー代数に付随する量子群の研究が進んでいる。先に述べた Wang らによる可積分表現
の結晶基底の存在、研究代表者と研究協力者 Kwon によるアフィン A型超リー代数に付随する量
子群の結晶基底の存在の他にも、量子（超）代数の q-振動子表現、超双対性など興味深く、今後
解明すべき問題が山積している。研究代表者らが q-振動子表現を発見したのは、量子可積分系
における四面体方程式の解からヤン・バクスター方程式の解を得る過程からであった。この表現
にも結晶基底が存在することが期待されているが、この表現は可積分ではなく確立されている
一般論が使えないため、新しい手法の開発が必要である。最後の超双対性は、元々超リー代数の
放物型表現の圏と古典リー代数の有限次元表現の圏との間の双対性のことで、Cheng-Lam-Wang 
によって導入された概念である。この超双対性についての Kwon との議論で、この双対性は代数
をアフィン化してさらに量子展開環を考えることでも特殊な表現のクラスでは成立していると
推測している。この予想の解明は今後の量子群研究の発展に大いに寄与するものと考えられる。 
 
(イ) 例外型 KR加群の結晶基底の存在の問題および X=M 予想 
研究代表者は X=M 予想という予想に 20 年来取り組んできた。この予想はすべてのアフィンリー
環について定式化されており、アフィンリー環の型が非例外型のときには 2017 年に研究代表者
らにより解決した。X=M 予想はアフィン量子展開環の特殊な有限次元表現 KR 加群に関係してお
り、Kerov-Kirillov-Reshetikhin(KKR)型全単射の構成によって証明することができる。アフィ
ンリー環の型が例外型の場合、KR 加群の結晶基底の存在や KKR 型全単射の構成は特殊なケース
を除いて未解決問題である。また KR加群の結晶基底（KRクリスタル）に付随して箱玉系という
超離散可積分系が構成されるが、系に現れるソリトンの散乱則の組合せ R 行列という組合せ論
的な写像による記述など、X=M 予想が解決された後も取り組むべき非自明な問題がまだ残ってい
る。 
 
(ウ) 一般化量子群の表現論 
研究代表者と研究協力者の国場および Sergeev は、3次元格子模型の可解性条件である四面体
方程式の解の簡約化から 2次元の可解性条件であるヤン・バクスター方程式の解を導出し、その
対称性としてアフィン量子展開環のある一般化と表現を見つけた。この表現はテンソル積が完
全可約で、結晶基底をもつことが予想されている。さらに、この一般化量子群は（ア）で述べた
２つの超双対な代数の仲立ちとなる量子群を与えていると推測している。 
 
 
２．研究の目的 
 
 本研究の目的は、可積分系との関連で新しい展開を見せている量子群の研究を強力に推し進
めることである。具体的には「１．研究開始当初の背景」で挙げた各項目（ア）～（ウ）につい
ての研究を進展させていくことである。 
 
 
３．研究の方法 
 
申請時は、以下の研究協力者に協力を仰ぎ、（ア）～(ウ)の研究課題を推進する予定だった。 

 
 



  氏名        所属              専門 
Weiqiang Wang       バージニア大           表現論 
Jae-Hoon Kwon     ソウル国立大          表現論 
Travis Scrimshaw    クイーンズランド大（申請時） 組合せ論 
国場敦夫               東京大            数理物理学 
内藤聡           東京工業大          表現論 
今野均           東京海洋大          数理物理学 
 
（ア）については、研究協力者の Kwon との共同研究が申請時に継続していて、C 型のアフィン
量子群の q-振動子表現については結晶基底の存在は解決の見込みが立っていた。（イ）の例外型
の場合の予想の解決は困難が予想されるが、申請者は解決に向けての一つのアイデアを持って
おり、今後このアイデアを吟味していく予定だった。KR クリスタルの組合せ論的な性質につい
ては、研究協力者の内藤のレベル１のときの理論があるので、KKR 型全単射についてはすぐにで
も研究に着手でき、また Scrimshaw がプログラムを開発しているので活用することができた。
（ウ）は（ア）がある程度進展した後、国場, Kwon と申請者の研究体制で進める予定だった。 
 
本研究着手後は、研究課題（ア）が（ウ）と融合して進んだ一方、（イ）については手が付か

ずじまいに終わった。一方で、研究協力者として 
 
渡邉英也氏 （大阪公立大、学振特別研究員 PD、専門：表現論） 
 

が加わったり、大学院生の研究テーマが研究代表者のものと一致したことがもとで、以下の２つ
の課題にも新たに取り組むことにした。これらも「量子群研究の新展開」というテーマからは時
機を得たものといえる。 
 
(エ) 反射方程式の解の研究 
1 次元量子系や２次元統計力学系においてヤン・バクスター方程式とともに可積分性を保証する
条件が反射方程式である。このためこの方程式の解（量子 K行列）を見つけることは、可積分系
を構成することに等しい。また、量子 K行列に現れるパラメータ qを 0にすることによって、境
界付きセルオートマトンも副産物として構成できる。また近年、量子 K行列の解を組織的に与え
るための理論の進展が著しく、この分野の専門家である研究協力者渡邉氏からの知識提供を受
け、研究を行うこととした。 
 
(オ) フェルミ公式の研究 
指導している大学院生の武中亮氏が頂点作用素代数について勉強をしていたこともあり、研究
代表者が 2000 年頃に共同研究者とともに提出したアフィンリー環の最高ウェイト表現（最高ウ
ェイトは頂点 0 に対応する基本ウェイトの正整数倍）の指標のフェルミ公式の予想の解決にそ
こでの技術が応用できることが見込まれた 
 
 
４．研究成果 
 
(ア) アフィン量子超代数の表現論、q-振動子表現、超双対性 
７年ほど前に、研究協力者である国場敦夫氏とともに、研究代表者は 3次元系の可積分性に関わ
る四面体方程式の解をしかるべく簡約化することによって量子アフィン代数の q-振動子表現が
自然に現れることを発見した。その研究をソウル国立大学の研究協力者 Jae-Hoon Kwon 氏とと
もに引き継ぎ、q-振動子表現をフュージョン構成法により高レベル化し、さらにその表現の結晶
基底について研究した。5年前の研究では、B型の場合に q-振動子表現の古典極限が取れなかっ
たが、超リー代数の専門家である Kwon 氏の助言により、古典極限が取れないケースは量子超代
数の表現と考える方が自然であることがわかった。これは古典極限（q→1） のときには超対称
性として知られている事実であった。次の研究として、orthosymplectic 超リー代数に付随する
アフィン量子群の場合に q-振動子表現を含む適当な表現の圏を定義し、新しい表現の族を構成
した。そして、超双対性の理論のアイデアを用いて、C 型（D 型）既約 q-振動子表現と D 型（C
型）既約有限次元表現が、完全モノイダル関手によって互いに補間される関係にあることを明ら
かにした。これは古くから知られている Howe の双対ペアの理論の量子アフィン類似とみなすこ
とができるものである。また、この研究は当初想定していなかった「（ウ）一般化量子群の表現
論」の研究課題とも密接かつ本質的に関係するものであることが本研究中に明らかとなった。論
文の完成は、最終年度内には間に合わなかったが、2023 年４月に完成させることができた。こ
の種の超双対性は B 型など他のタイプにもあると予想され、また新しく構成された既約表現は
（q-振動子表現ではまだ定義は曖昧だが）結晶基底を持つなどよい性質をもつことが期待され
ている。本研究の研究期間は終わってしまったが、この新しい研究を今後も更に発展させていく。 



 
(エ) 反射方程式の解の研究 
最初の研究として、一般化 q-オンサーガー代数に同型な量子アフィン代数の余イデアル部分代
数を用いて量子 K行列を得る方法を適用して、A型の基本表現、B,D 型のスピン表現の場合に具
体的に計算し、今までに知られている反射方程式の解と同定した。次の研究は、2005 年に研究
代表者が国場氏、神戸大学の山田泰彦氏とともに境界付きの箱玉系（ある種の超離散可積分系）
を構成したことに関わるものである。この箱玉系は組合せ論的な反射方程式の解から作られる
ものであり、本質的に２種類の解を発見した。これらは A型量子群の対称テンソル表現の結晶基
底と関係しており、q が 0 に行く極限をとる前の量子 K 行列が存在することが強く示唆された。
２種類の解のうち１種類目については、最初の研究で A 型量子群のどのような余イデアル部分
代数を考えればよいかが特定されていた。今回の大学院生草野浩虎氏との研究で、依然不明であ
った２種類目については AII 型余イデアル部分代数であることが特定された。最終年度では、研
究協力者渡邉氏、草野氏とともに、基本表現に対応するものからレベルが高い表現に対応するも
のを構成するフュージョン構成法を量子 K 行列の場合に具体的に書き下した。それとともに渡
邉氏が新しく導入した i 結晶という概念を効果的に活用し、アフィン A 型対称テンソル表現の
場合に現在適用可能なすべての準分裂型佐武図形に対応して、組合せ論的 K 行列の具体形を得
た。 
 
(オ) フェルミ公式の研究 
研究代表者が 2000 年頃に共同研究者とともに提出したアフィンリー環の最高ウェイト表現（最
高ウェイトは頂点 0 に対応する基本ウェイトの正整数倍）の指標のフェルミ公式の予想の解決
に、大学院生の武中氏が学んでいた頂点作用素代数の技術が応用できることが見込まれたので、
計算を進め、捻じれがあるアフィンリー環の場合に一つのタイプを除き解決して論文にまとめ
た。この結果を導くための副産物として、主部分空間、パラフェルミオン部分空間の指標のフェ
ルミ公式も得られた。ちなみに、捻じれがない場合は 2020 年に Butorac-Kozic-Primc により解
決されいる。また、上で除いた一つのタイプについての結果は武中氏が単独で論文を発表した。 
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