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研究成果の概要（和文）：smooth variety とcoherent ideal からなる対の不変数について研究した．成果は次
のとおり：
１．３次元の場合ideal が``general" であれば不変数mld は２回のweighted blowups でcompute される
２．正標数上の対に対して，その性質を保存する標数０の対を対応させることができる．ただし標数０の対は
ideal ではなく fractional ideal からなる．標数０のfractional ideal の性質を調べることが次なる課題で
ある．

研究成果の概要（英文）：I researched invariants of a pair consisting of a smooth variety and a 
coherent ideal. The achievements are the following:
1. If the ideal is ``general" on a 3-dimensional variety, then the invariant mld is computed by two 
weighted blowups.
2. We associate a pair  in positive characteristic to a pair in characteristic 0, that inherits the 
properties of the pair. Here, the pair in characteristic 0 consists of a fractional ideal instead of
 an ideal. The next goal is to study fractional ideals in characteristic 0.

研究分野： 代数幾何学

キーワード： singularities　minimal log discrepancy　log canonical threshold　arc space

  ２版
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研究成果の学術的意義や社会的意義
対の不変数は無限個の対象を使って定義されることが多い．例えば mld は全てのprime divisor 上のlog 
discrepancies の infimum で定義される．これを有限個の対象を調べるだけで不変数が計算できる，というこ
とを示しているのが上記 １　の結果である．
標数０の多様体については，色々な良い性質が成り立ち，対の不変数についても計算がしやすいが，正標数の多
様体については多くの困難がある．上記２の結果は，困難な正標数の研究をより易しい標数０の研究に帰着させ
る第一歩である．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



 
１．研究開始当初の背景 
代数幾何学における特異点の研究は，1966 年のM. Artin の“On isolated rational 

singularities of surfaces” に始まる．その後，ヨーロッパを中心にして2 次元特異点の研究
が盛んに行われた．1980年代に入ると 

「多様体の世界がどのような様相をしているのか」 

という疑問から生まれたMinimal Model Problem (MMP) が代数幾何学の重要な課題とな
り，MMPで現れる特異点の研究がこの課題の重要なポイントとなった．MMPの研究の飛
躍的な発展とともにそれらの特異点の研究も大きな発展を遂げた．これらの研究は特異点
解消や小平消滅定理やBertiniの定理などを使ってなされているため基礎体の標数は0 であ
ることが基本であった．しかし近年正標数でも特異点解消の存在が示されている２次元３
次元の特異点を中心に，高次元でも正標数の体上の特異点が研究され，色々なことが解明
されてきた．中には標数 0 で成立していたことが正標数では成立しないという例などが
見つかっている． 

特異点研究者の長期的な目標は 

「任意標数の体上の特異点の世界がどのような様相をしているのか」 

を知ることであるが，そのためには良い不変数を見つけなければならない．双有理幾何学
との関連を考えると，多様体の特異点の悪さを測る不変数minimal log discrepancy (mld) や

log canonical threshold (lct) が有効な不変数である．これらの不変数はその特異点を持つ

多様体上空のすべてのprime divisor で測った指標のinfimum で定義される，つまり無限個
のprime divisor を考慮しなければならない． このような場合， 

「ある有界な範囲にあるprime divisors を考慮するだけで 

すべての特異点のmld やlct が決定されるか」 

というのは自然な問題である．このような有限次決定性問題はそれ自身で数学的に意義の
ある問題であるが，それだけではなく，この問題が解決すれば以下に列挙するような多く
の応用が得られることも特筆すべきである． 

1. mld のascending chain condition (ACC) (標数0 の場合） 

2. mld の下半連続性 

3. log canonical singularity はopen condition 

4. log canonical singularity の小変形による安定性 

 

 
２．研究の目的 
本研究の目的はこの有限次決定問題の中で次の形のものに取り組む． 

非特異多様体 A とその上のmultiideal ae(e は正の実数の組）とのペア(A, ae) に対して点  



0 ∈ A でのmld はA 上空のprime divisor を用いて 

mld(0; A, ae) = inf{a(E; A, ae) | E is a prime divisor with center at 0} 

と定義される． ここでa(E; A, ae) はprime divisor E におけるlog discrepancy である． 

問題 . 

dimA とe のみによって決まるN が存在し， 

   mld(0; A, ae) をcompute するprime divisor E がN 回以下のblow up で得られるか？ 

 

ただしE がmld(0; A, ae) をcompute するとはmld(0; A, ae) = a(E; A, ae) を満たすかa(E; A, ae) 

< 0 を満たすかのいずれかを意味する． 

 
３．研究の方法 
上記の問題に対し 

課題１ 問題内のblowup をweighted blow up に変えてmld の有限次決定性定理を示す． 

課題２ 標数0 の場合の結果を仮定して，正標数の場合の問題 

の２課題に並行して取り組んだ． 

課題１のweighted blow up版は２次元の場合にM. Kawakita の結果（mld(0; A, ae) をcompute 

するprime divisor E が１回のweighted blow up で得られる）があるので３次元の場合に同
様のstatement を求めるという方法をとった． 

 

課題２では標数０の世界では特異点解消やコホモロジー消滅定理など色々なツールが整備
されているので，正標数の場合よりも扱いやすいと思われる．そこで正標数のイデアルを
標数０のイデアルにlift してその良い性質を正標数の世界に移送するという方法を取っ
た． 

 
４．研究成果 
課題１に関しては３次元の場合にイデアルが general であれば２回の weighted blow up で
mld を compute する prime divisor が作れる，ということを示した．この結果は ZAG 
seminar や Taiwan National University での online seminar で発表した．（この時期は
COVID によるパンデミックのため研究集会は全て online であった） 
課題２ については正標数のイデアルを，性質を保ったまま標数０の Fractional ideal に lift 
することができた．したがって標数０の世界での fractional ideal の mld や lct の値の集合
の性質がわかれば正標数のイデアルの mld や lct についても情報が得られることがわかっ
た．ただし今のところ fractional ideal についてはよく研究されていないので，標数０に帰
着することはできたが標数０で知られている「良い結果」を正標数に持ち込むことは今後の
課題である．これについては Luminy や Johns Hopkins 大学 NhaTrang(Vietnnam)での研



究集会で講演した． 
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