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研究成果の概要（和文）：支配的局所環という新しい可換ネーター局所環のクラスを導入し、支配的局所環のも
つ基本的な性質を調べ、他の可換ネーター局所環のクラスとの比較を行った。また、与えられた支配的局所環か
ら別の新たな支配的局所環を得るさまざまな方法を与えた。さらに、局所化の支配性を仮定した状況で、適切な
有限生成加群の圏の分解部分圏、有限生成加群の有界導来圏、および特異圏のthick部分圏を完全に分類した。
これらの分類定理は、同じ文脈の既存の分類定理をすべて包括するものである。

研究成果の概要（英文）：I introduced a new class of commutative noetherian local rings which are 
called dominant local rings. I investigated basic properties of dominant local rings, and compare 
them with other classes of commutative noetherian local rings. Also, I gave various methods to get 
another one from a given dominant local ring. Moreover, under certain assumptions on the dominance 
of localizations, I classified suitable resolving subcategories of finitely generated modules,  
suitable thick subcategories of the bounded derived category of finitely generated modules, and the 
whole thick subcategories of the singularity category. This classification theorem recovers all the 
existing classification theorems in the same context. 

研究分野： 可換環論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
表現論は数学全体に跨っている分野ですが、私は（可換）環の表現論を中心に研究してきました。この分野の主
題は、与えられた環の外部表現（加群や複体）全体のなす構造を明らかにすることであり、環に付随する各種の
アーベル圏や三角圏の適切な充満部分圏の分類を行うことは、そのための重要なアプローチの一つになっていま
す。本研究で得られた部分圏の分類定理は、環の表現論の進展に寄与するものであると言えます。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
私は可換環論を専門分野とし、主としてそれの表現論的側面、すなわち「可換環の表現論」の研
究に従事してきた。可換環の表現論の主題は、可換 Noether 環の加群圏（有限生成加群全体の
なす圏）およびそれの各種導来圏（有界導来圏・特異圏）の構造を理解することであり、ある条
件をみたす（充満）部分圏を分類すること、およびそれらの次元の評価を行うことが最も主要な
研究テーマである。以下でその研究の歴史について文献を適宜引用しながら説明する。 
 
 
２．研究の目的 
 
２－１．加群圏と導来圏の部分圏の分類 
部分圏の分類研究は、1960 年代の Gabriel[G]による可換 Noether 環の加群圏の Serre 部分圏の
分類で幕を開けた。1990 年代に Auslander-Reiten[AR2]が有限大域次元をもつ Artin 環の加群
圏の反変有限分解部分圏を分類し、今世紀に入ってから Hovey[Hv]が正則連接環の有限生成イ
デアルによる剰余環の加群圏の wide 部分圏を分類した。三角圏に対しては特に thick 部分圏の
分類研究が盛んである。Devinatz-Hopkins-Smith, Hopkins-Smith[DHS,HS]が安定ホモトピー
圏のコンパクト対象からなる thick 部分圏を分類した後、Hopkins と Neeman[Hp,N1]が可換
Noether 環上の完全複体の導来圏の thick 部分圏を分類し、Thomason[T]がこれを準コンパク
ト準分離スキームに拡張した。Benson-Carlson-Rickard[BCR]は有限群の有限次元表現の安定
圏の thick テンソルイデアルを分類し、Benson-Iyengar-Krause[BIK]がこれを導来圏に、
Friedlander-Pevtsova, Benson-Iyengar-Krause-Pevtsova[FP,BIKP]が有限群スキームに拡張
した。このように、部分圏の分類は環論・表現論・代数幾何学・代数的位相幾何学が共有する研
究テーマであり、分野間の研究交流を通して活発に研究されている。 
さて、私は、上述の Hovey の分類定理を任意の可換 Noether 環に拡張し、wide 部分圏が必ず
Serre 部分圏になることを見出した。この結果はその後さまざまな場面で用いられており、
Krause[K]はこの結果を無限生成加群の圏に拡張している。また、Gorenstein 局所環の加群圏
の反変有限分解部分圏を完全に決定した。これは以前得た結果のより体系的な別証明を副産物
としてもたらした。さらに、超曲面局所環上の MCM 加群からなる分解部分圏および特異圏の
thick 部分圏を分類した。これは前述の Benson-Carlson-Rickard の定理の高次元版の一種であ
り注目を集めた。応用として、完備化上の MCM 加群に関する Keller-Murfet-Van den Bergh の
定理[KMV]および Tor の消滅の剛性に関する Huneke-Wiegand の定理[HW2]を回復した。その
後、Stevenson[S1,S2]が、私の結果と Orlov[Or]の定理を組み合わせることで、完全交差環の導
来圏の thick 部分圏を分類している。一方、私は階級一致関数という環の Spec 上のある自然数
値関数を考案し、この関数を用いて完全交差環の加群圏の分解部分圏を完全に分類した。これは
従来の部分圏分類定理が基本的に Specの部分集合によるものだったことと異なる点でも注目に
値する。また最近、正則列による剰余環がファイバー積になるような局所環のクラスで、特異圏
の thick 部分圏を完全に分類することに成功した。この環のクラスは、たとえば２次元の非
Gorenstein 有理特異点を含む。これまで非完全交差環では導来圏や特異圏のすべての thick 部
分圏が分類できる例すら知られていなかったので、大きな反響が期待される。一方、右有界導来
圏の有界複体で生成される thick テンソルイデアルを分類した。これは、近年注目を集めている
「テンソル三角幾何学」（tensor triangular geometry）において主役を担う Balmer spectrum
の位相構造を論ずるものであり注目を集めている。また、孤立特異点の加群圏の剰余体を含む
thick 部分圏を直接詳しく調べ、いくつかの場合にそれの構造を決定した。さらに、加群圏の分
解部分圏と導来圏の thick 部分圏のうち Serre 部分圏で生成されるものを分類している。 
２－２．アーベル圏と三角圏の部分圏の次元 
三角圏の次元の概念は Rouquier[R2]によって導入された。これは、一つの対象から（直和・直
和因子・シフトの差を除いて）完全三角を何回取ればすべての対象が得られるかを数えるもので、
三角圏の“大きさ”を表す。次元の概念の重要性は Rouquier が導入する以前に Bondal-Van den 
Bergh[BV]によって見出されていた。彼らは、滑らかで固有な可換および非可換代数多様体上の
連接層の導来圏が有限次元であることを示し、それを用いてベクトル空間の圏への有限型反変
コホモロジー関手が表現可能であることを示した。また Rouquier[R1]は、三角圏の次元の概念
を表現次元に応用した。表現次元は、Artin 多元環が有限表現型からどれだけ離れているかを測
るために Auslander[A2]によって導入され、Oppermann[Op]など多くの表現論研究者によって
調べられてきた。Rouquier はベクトル空間の外積代数の特異圏の次元を計算し、表現次元が３
を超える Artin 環の最初の例を与えた。一方、Rouquier[R2]は、完全体上有限型の分離スキー
ム上の連接層の導来圏は必ず有限次元であることを示した。最近、Neeman[N2]が２次元以下の
分離優秀スキーム上本質的有限型の分離スキーム上の連接層の導来圏が有限次元になることを
証明した。これにより体を含まないようなケースでも多くの場合に導来圏は有限次元になるこ



とが判明した。その一方で、無限次元の三角圏も多々知られている。Oppermann-Šťovíček[OS]
は、Noether 多元環／射影スキーム上では有限生成加群／連接層の導来圏の真の thick 部分圏の
うち完全複体の導来圏を真に含むものは無限次元であることを示し、Steen-Stevenson[SS]はこ
れをテンソル三角圏に拡張している。 
さて、私は、Abel 圏の部分圏の次元と半径の概念を導入し、まず punctured spectrum で局所
自由な MCM 加群のなす部分圏の次元の有限性で孤立特異点を特徴付けた。これは Auslander-
Huneke-Leuschke-Wiegand の著名な定理「有限表現型の Cohen-Macaulay 局所環は孤立特異
点である」([HL1])のはるかなる一般化になっている。また、剰余体のシジジーを含む MCM 加
群のなす部分圏が弱い条件下で無限次元になることを示し、前述の Oppermann- Šťovíčekの定
理の超曲面に対する改良版を得た。さらに、完全交差環上では有限半径をもつ分解部分圏は
MCM 加群からなるものだけに限ることを証明した。一方、コホモロジー（Ext 関手）の零化を
深く調べ加群圏と導来圏の生成と関連付け数々の成果を得た。また、正則軌跡の開集合性との関
係を調べ可換環論のクラシカルな概念である「Ｊ条件」との関係を見出し、永田[Na]の著名な定
理の別証明を与えた。さらに等標数優秀局所環の導来圏が有限次元であることを示し、
Rouquier[R2]と私[34]の定理の同時一般化を得た。また、Cohen-Macaulay 孤立特異点の特異圏
の次元の上界を Krull 次元と Jacobi イデアルに関する不変量を用いて求め、Cohen-Macaulay
局所環の導来圏のMCM加群に関する相対次元の上界をKrull次元で表した。これらは、Ballard-
Favero-Katzarkov[BFK]による孤立超曲面特異点の特異圏の次元の評価および Beligiannis[B]
による有限表現型の Cohen-Macaulay 環の導来圏の次元の評価を導くものであり、一般的状況
で三角圏の次元の上界を具体的に与える数少ない結果となっている。その後 Jacobi イデアルの
コホモロジー零化の考察を進め、Huneke 予想が半 Cohen-Macaulay 環で成り立つことを証明
した。その他、コホモロジーの零化は導来圏をある二つの部分圏に分割することに他ならないこ
とを示し、局所環のコホモロジー零化イデアルが m 準素になるための必要十分条件を加群圏・
導来圏における生成の言葉で与えた。加群圏／特異圏の対象のうち punctured spectrum で局所
的に自由／零になるものが長さ有限な加群から Krull 次元回の拡大で得られることも見出して
いる。 
 
 
３．研究の方法 
 
３－１．本研究の目的および学術的独自性と創造性 
可換 Noether 環の加群圏と導来圏の部分圏の分類と次元の研究は、次の問題に帰着する。 
生成問題．可換 Noether 環の加群圏および導来圏における任意の二つの対象に対し、一方から短
完全列（完全三角）等の操作を繰り返して他方が得られるかどうかを判定せよ。また、得られる
場合は、そのために必要な短完全列（完全三角）の適用回数を求めよ。 
本研究の最終目標は、この生成問題を解決することである。それは可換 Noether 環の加群圏と導
来圏に対する部分圏の分類・次元研究の終結を意味するがそれだけではなく、各種のホモロジカ
ル予想研究に対しても多大な貢献を与える。1960 年代に Auslander[A1]が Tor の消滅に関する
剛性予想を提唱した。元々の予想には反例が見つかっているものの、適切な仮定を課した状況で
は未解決である。生成問題が解決すれば Tor の消滅に付随する加群圏の部分圏の構造が明らか
になるため、剛性予想が導かれる。同様にテンソル積のねじれ性に関する Huneke-Wiegand 予想
[HW1]や、Ext の消滅に関する Auslander-Reiten 予想[AR1]にも決定的な役割を果たすことが期
待される。このように本研究の目的の達成は大きな成果をもたらす。 
本研究の最大の独自性は、可換 Noether 環上の有限生成加群とその有界導来圏に限定している
ところにある。加群圏や導来圏の研究は多元環の表現論の範疇だが、非可換環上で行われるか無
限生成加群や非有界導来圏を扱うものが大半である。可換環を対象とするがゆえにイデアル論
を用いた豊かな議論が展開でき、Noether 環上の有限生成加群とその有界複体を対象とするがゆ
えに中山の補題などの強力な定理を適用できる点が本研究の強みである。 
３－２．本研究で何をどのように、どこまで明らかにしようとするのか 
 生成問題の解決に向けて、本研究では以下の三問題を具体的に考察していく。 
問題１ 局所環上の加群は、いつ＆何個の短完全列で剰余体を生成するか？ 
問題２ 非自由軌跡が正次元の直既約 MCM 加群が有限個になるのはいつか？ 
問題３ 特異圏の非自明な三角部分圏は無限次元か？ 
問題１は、まず正則局所環で考える。環が正標数で加群が Cohen-Macaulay の場合は解決してい
る。Ｋ理論の著名な予想である Gersten 予想から「正則局所環上の余次元 r の加群たちのなす
Grothendieck 群は r個の元からなる正則列の剰余たちで生成される」ことが従うが、Gersten 予
想は等標数の場合は Quillen によって正しいことが示されているので、等標数の場合にこれを
応用できないか考える。また、可算表現型の超曲面の特異圏ではより強い形で肯定的に解決して
いるので、加群圏を特異圏に拡げて問題を考察することも併せて行う。 
問題２は、一見生成問題と無関係に見えるが、非自由軌跡が正次元の MCM 加群が短完全列を０回
適用して得られるような状況である。剰余環に関する条件で有限個になるための必要条件がい
くつかわかっているので、この条件を剰余環から加群有限代数に拡張することで、より多くの必
要条件を得ることを試みる。一方、１次元の超曲面では三つのパターンにまで落とし込めている



ので、この各パターン自体を詳細に調べることも併せて行っていく。 
問題３は、超曲面では解決済みなので、まず完全交差環上で調べることから始める。完全交差環
に付随する台多様体（support variety）の理論を駆使してこの問題に取り組みたい。一方、特
異圏の典型的な三角部分圏にまず焦点を絞るということも併せて考える。現在までにわかって
いる分解部分圏の Spanier-Whitehead 圏の次元の評価を用いて、それが有限次元になるのが特
異圏と三角圏同値になるときのみか否かをはっきりさせる。 
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４．研究成果 
 
（１）局所環の大準同型写像（large homomorphism）を誘導するイデアルの特徴付けを完全交差
環、Golod 環、Koszul 環上で Koszul ホモロジーを用いて行った。 
（２）可換ネーター環の加群圏の n広大部分圏の概念を導入し、素イデアルスペクトラムの特殊
化閉部分集合のコホモロジー次元（cohomological dimension）が n以下になる条件を考察した。 
（３）準射影次元という新しいホモロジー不変量を導入した。これは、射影次元、G 次元
（Gorenstein dimension）、完全交差次元などの類似物である。完全交差局所環上ではそれがい
つでも有限値をとること、任意の可換ネーター局所環上で Auslander-Buchsbaum 等式
（Auslander-Buchsbaum formula）と Auslander の深度等式（depth formula）をみたすことを示
し、準射影次元が有限な加群の Tor,Ext の消滅を、主にその rigidity について詳しく調べた。
Ext に関しては消滅の対称性についても論じた。 
（４）可換ネーター環の導来圏の n一様部分圏、素イデアルスペクトラムの n連接部分集合の概
念を導入し、（２）で述べた加群圏の n広大部分圏との関係をさまざまな角度から考察した。一
つの帰結として、Angeleri Huegel-Marks-Stovicek-Takahashi-Vitoria, Gabriel, Krause, 
Neeman, Takahashi が与えた局所化部分圏、smashing 部分圏、双反射的 Giraud 部分圏などの分
類定理を一つの図式の一部として組み込むような部分圏分類定理を証明することができた。 
（５）Moderate 関数という可換環の Spec 上の自然数値関数を考案し、加群圏の支配的分解部分
圏の完全分類を非常に弱い仮定をみたす任意の可換ネーター環に対して与えた。これは、2015 年
に IMRN に出版した Dao 氏との共著論文で与えた Cohen-Macaulay 環上の支配的分解部分圏の分 
類を包括する内容である。 
（６）非自明な分解部分圏の共通部分がいつ非自明になるかという素朴な問題を調べた。そして、
そのような完全交差環は超曲面に他ならないことを示し、Tor と Ext の消滅の自明性と密接な関
係にあることを突き止めた。さらにその結果を加群圏の有界導来圏および特異圏に応用し、非自
明な thick 部分圏の共通部分の非自明性に関する結果を得た。 
（７）アーベル圏の反変有限部分圏の有限表示加群圏がアーベル圏になるのは古典的事実であ
るが、それの逆がいつ成り立つのかを可換ネーター局所環の有限生成加群圏の分解部分圏に対
して調べ、肯定的解答および否定的解答を多く得た。 
（８）カンザス大学の Dey 氏との共同研究で、Auslander-Bridger 理論において主役を担う nね
じれ自由加群のなす部分圏の構造を調べた。nシジジー加群のなす部分圏および Serre の S_n 
条件をみたす加群のなす部分圏と結び付け、各種の閉性を論じ、環の構造との関連を調べた。 
（９）同じく Dey 氏と行った共同研究で、2015 年に Forum Math. Sigma に出版した Dao 氏との
共著論文で示した孤立特異点（つまり環の特異軌跡が 0次元）の特徴付けを高次元化する結果を
得た。 
（１０）岡山理科大学の荒谷氏との共同研究で、(m,n)ねじれ自由加群の特徴付けを与え、全反
射加群および節減 Gorenstein 次元に応用した。そして上節減次元の概念を導入し、完全交差環
および AB環との関係を調べた。 
（１１）支配的局所環という新しい可換ネーター局所環のクラスを導入し、基本的な性質を調べ、



他の可換ネーター局所環のクラスとの比較を行った。また、与えられた支配的局所環から別の支
配的局所環を得るさまざまな方法を与えた。さらに、局所化の支配性の仮定下で適切な有限生成
加群の圏の分解部分圏、有限生成加群の有界導来圏および特異圏の thick 部分圏を完全に分類
した。この分類定理は、同じ文脈の既存の分類定理をすべて包括するものである。 
（１２）可換ネーター環上の有限生成加群のテンソル積および Hom 加群を調べ、Ext 加群の消滅
により与えられた加群の射影性の判定法を与えた。応用として、50年来の著名な予想である 
Auslander-Reiten 予想が Cohen-Macaulay 正規環上の任意の加群に対して正しいこと、および任
意の可換ネーター環上のある Hom 加群の入射次元が有限になる加群に対して正しいことを示し
た。 
（１３）可換ネーター環上の有限生成加群の圏の solid 生成元の概念を導入して調べた。そして
Schoutens, Krause-Stevenson, Takahashi による thick 部分圏に関する定理を統合して solid
部分圏に拡張する結果を示した。応用として、与えられた thick 部分圏がいつ Serre 部分圏にな
るかという基本的な問いに対する部分的な肯定的回答を得た。 
（１４）可換ネーター環上の有限生成加群の圏の与えらえた部分圏が Serre 部分圏になるため
の十分（かつ必要）条件を見出し、Stanley-Wang, Takahashi の定理の改良版をよりシンプルな
証明で与えた。また、IKE 閉部分圏がいつ捩れ自由類になるかという問いに取り組んだ。直和因
子と拡大で任意の長さ有限の加群を生成するような加群を調べ、ある数値半群環の場合に問い
に対する肯定的回答を与えた。 
（１５）標数が素数 p であり剰余体が完全体であるような d 次元可換 Noether 局所環 R の
Frobenius 写像 Fが有限射になる場合に、Fの pushforward F_*が有限生成 R加群の有界導来圏
上に定める自己関手の（Dimitrov, Haiden, Katzarkov, Kontsevich の意味での圏論的）エント
ロピーが、パラメーターの値に依らず d log p という値になることを示した。これは Majidi-
Zolbanin, Miasnikov, Szpiro が導入した局所エントロピーの値と一致する。 
（１６）Cesnavicius の意味での CM 優秀な可換 Noether 環上の有限生成加群に対して川崎健が
2008 年に示した Faltings の零化域定理を鎖複体に拡張した。これは Divaani-Aazar, Zargar が
2019 年に双対化複体の存在を仮定して示した定理を包括する。応用として、CM 優秀な可換
Noether 環上の有限生成加群の有界導来圏の（Beilinson, Bernstein, Deligne の意味での）t
構造を完全に決定した。これは 2010 年に Alonso Tarrio, Jeremias Lopez, Saorin が双対化複
体の存在を仮定して示した定理を包括する。 
（１７）可換 Noether 局所環 R の正準加群 K の n 捩れ自由性を調べた。R が Cohen-Macaulay の
場合は、Kのn捩れ自由性はRが(G_{n-1})条件をみたすことと同値になることが1974年にFoxby
によって示されている。今回、Kが(S_n)条件をみたすことのみを仮定して、Kが n捩れ自由であ
ること、Kが nシジジーであること、そして Rが Kの台の上で(S_{n-1})条件と(G_{n-1})条件を
みたすことが同値であることを示した。 
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