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研究成果の概要（和文）：GL(4,R)のWhittaker関数、Shalika関数を特徴づける偏微分方程式系を導出し、いく
つかの場合にその明示公式を与えた。さらに、以下の保型Ｌ関数の積分表示に対して、アルキメデスゼータ積分
を具体的に計算した。（イ）GL(4)の標準L関数、2次外積L関数の積に対するBump-Friedberg積分、（ロ）GL(n)
×GL(n), GL(n)×GL(n-1)のRankin-Selberg L関数、（ハ）GSp(2)の標準L関数、スピノールL関数の積に対する
Bump-Friedberg積分

研究成果の概要（英文）：We derive systems of partial differential equations satisfied by Whittaker 
functions and Shalika functions on GL(4,R), and obtained explicit formulas of them in several cases.
 
We compute arichimedean zeta integrals for automorphic L-functions in the following cases: (a)
Bump-Friedberg integrals for the standard and the exterior square L-functions on GL(4), (b) 
Rankin-Selberg L-functions on GL(n)×GL(n), GL(n)×GL(n-1), (c) Bump-Friedberg-Ginzburg integrals 
for the standard and the spinor L-functions on GSp(2).

研究分野： 数論

キーワード： 保型L関数　アルキメデスゼータ積分　Whittaker関数

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
保型形式という高い対称性を兼ね備えた関数に対するゼータ関数（保型L関数）は、様々な整数論的なゼータ関
数と結びつくと考えられている重要な研究対象である。保型L関数を積分表示式（ゼータ積分）によって研究す
る上でネックとなるのが「悪い素点」における解析であり、そのうち無限素点における研究をゼータ積分を直接
計算することで実行した。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
様々な整数論的ゼータ関数と結びつくと考えられている保型形式のゼータ関数（保型 L

関数）は、数論における重要な研究対象の一つであり、その積分表示（ゼータ積分）は保型
L 関数の深い性質を研究する上で極めて有用な道具である。ゼータ積分は多くの場合、素点
ごとの局所ゼータ積分の積に分解される。しかし無限素点や分岐有限素点といった「悪い素
点」における局所ゼータ積分の解析の困難さが障害となり、保型 L 関数の大域的性質が満
足に得られていないケースが少なくない。 
無限素点においては、 GL(2) の場合と同様に、Whittaker 関数の明示公式を用いてゼータ

積分を明示的に計算すべく、GL(݊,܀), Sp(2,܀) などで Whittaker 関数の明示公式が蓄積さ
れ、いくつかの場合にはアルキメデスゼータ積分が計算されていた。 
 
２．研究の目的 
 
本研究の主目的は無限素点におけるアルキメデスゼータ積分を実簡約群上の一般化され

た球関数の明示公式を用いて計算し、保型 L 関数の正則性や極の位置、関数等式などの基
本的かつ重要な性質を確立することである。またこの一般化された球関数は、それ自身が簡
約群上の特殊関数論の観点からも興味深い研究対象であり、有限素点上の様々な球関数と
の関連性も意識しつつ、明示公式の統一的な解釈を模索する。 
 
３．研究の方法 
 
研究の第一段階は、簡約群 ܩ 上の一般化された球関数の明示公式を局所ゼータ積分の計

算に適した形で与えることである。この一般化された球関数とは、 ܩ の既約表現 ߎ の、ܩの
部分群 ܴ からの誘導表現 Indோீ(ߟ) における実現を ܩ 上の多変数関数として記述したもので
あり、保型形式の Fourier 展開に寄与する。とりわけ ܴ が ܩ のべき単部分群で ߟ が指標で
ある場合には Whittaker 関数と呼ばれる重要な研究対象である。無限素点における一般化
された球関数は、ߎ の構造を調べることにより、偏微分方程式系により特徴付けることがで
きるため、その解、とくに緩増加な解の積分表示を求める。 
研究の第二段階は、一般化された球関数 ܹの積分変換である局所ゼータ積分の計算であ

る。目標はアルキメデスゼータ積分 ܼ(ݏ,ܹ) から、局所 Langlands 対応から定まる、表現
の期待される局所 ߎ  L 因子 (ߎ,ݏ)ܮ を取り出すことである。特に、 ܼ(ݏ,ܹ) = という (ߎ,ݏ)ܮ
等式が成り立つような一般化された球関数 ܹ を見出すことは、保型 L 関数の研究において
極めて有用である。 
 

４．研究成果 
 
以下のような状況において、一般化された球関数の明示公式の導出、アルキメデスゼータ

積分の具体的な計算を実行した。 
 
1. （宮崎直氏との共同研究）Eric Stade 氏との共同研究で得られていた GL(݊,܀) のクラス

1Whittaker 関数の明示公式や、それを利用したアルキメデスゼータ積分の計算につい
ての簡明な証明を見出した。その着想を元にクラス 1 には限らない主系列表現に対する
Whittaker 関数の明示公式や、GL(݊)× GL(݊), GL(݊)× GL(݊ − 1) 上の Rankin-Selberg 
L 関数のアルキメデスゼータ積分の計算への応用について調べた。 

 
2. （平野幹氏、宮崎直氏との共同研究）ܩ = GL(4,܀) の Whittaker 模型を持つようなすべての

既約表現に対して、Whittaker 関数を特徴付ける偏微分方程式系の解析を通じて、極小 ܭ =
O(4) タイプに対する Whittaker 関数 ܹ の Mellin-Barnes 型積分表示を与えた。さらにこの
明示公式を用いて、複素 2 変数のゼータ積分である Bump-Friedberg 積分の実素点における
計算し、局所ゼータ積分が、標準 L 関数と 2次外積 L 関数の積に一致するような Whittaker
関数を明示的に与えた。 

 
3. （成田宏秋氏との共同研究） ܩ = Sp(2,܀) の Whittaker 模型を持つような既約表現に対する

Whittaker 関数の明示公式は既に知られているが、 ܩ の極大べき単部分群 ܴ の退化指標に対
する Whittaker 関数については十分に調べれられておらず、極小 ܭ タイプのみならず、より
広く重複度 1の ܭ タイプにおける明示公式を与えた。 

 



ܩ .4 = GL(݊,܀) の Shalika 関数の不分岐素点における明示公式は知られているが、無限素点
における研究を ݊ = 4 の場合に進めた。Whittaker 関数の研究と同様の手法により、
Shalika 関数を特徴づける偏微分方程式系を与え、いくつかの既約表現が Shalika 模型
を持たないことを確認した。 

 

ܩ .5 = GSp(2,܀) の Whittaker 関数の明示公式を用いて、GSp(2) の標準 L 関数とスピノール
L 関数の積になると期待される複素2変数のゼータ積分であるBump-Friedberg-Ginzburg積
分の実素点における計算を実行した。Siegel 型放物部分群から誘導された一般主系列表現
に対して、アルキメデスゼータ積分と局所 L 因子の積が一致するような Whittaker 関数
を具体的に与えた。 
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