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研究成果の概要（和文）：リーマン面で定義され、非コンパクト対称空間（とくに双曲平面）に値をもつ調和写
像のループ群論的構成法を研究手法とし以下の成果を得た。３次元ハイゼンベルグ群内の非自明な位相型をもつ
対称性を備えた極小曲面の構成に成功した。３次元双曲空間内のガウス曲率一定曲面に対するループ群論的構成
法を確立した。射影空間における曲面の構成法、双曲平面と直線の直積空間における軌道型曲面の分類を与え
た。リー球面幾何学および情報幾何学への応用も与えた。

研究成果の概要（英文）：We constructed minimal surfaces with symmetry and of non-trivial topological
 type in the 3-dimensional Heisenberg group, which is the model space of nilgeometry in the sense of
 Thurston. Next we established a loop group method for constructing constant Gaussian curvature (of 
arbitrary value) in the hyperbolic 3-space. We classified orbital surfaces of Grassmann geometry in 
the Riemannian product of the hyperbolic plane and the real line. Moreover we obtained some 
mathematical contributions to geometric design through similarity geometry and to architectural 
design through Lie sphere geometry. Some applications to information geometry are also given. 

研究分野： 幾何学

キーワード： 調和写像　ループ群　対称空間　極小曲面　グラスマン幾何　サーストン幾何

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
これまでおもに位相幾何学的手法で研究されてきた３次元モデル空間を微分幾何学、とくに曲面の微分幾何学の
観点からの研究を行い、それぞれの空間の特質を平均曲率一定曲面の性質から捉える新たな展開の出発点を確保
できた点が本研究の主要な学術的意義である。研究過程で得られた成果を、他の幾何学的問題にも応用し本研究
の有用性を確かめることができた。具体的には相似幾何を介した工業意匠設計、リー球面幾何を介した建築構造
設計、可解リー群を介した情報幾何学である。本研究はリー群と微分方程式を駆使し偏微分方程式の解を具体的
に構成する手法を開発して展開され、それらが種々の数学的な問題にも適用できることが示された。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
３次元幾何学においては、サーストンによる３次元幾何学の分類により基本となる８種類の空
間（モデル空間）が存在する。3つの定曲率空間（E３,S３,H３）、２つの直積空間 S2×R、H2×R、 
ハイゼンベルグ群 Nil3 、特殊線型群 SL(2,R)，可解群 Sol3 の８種である。３次元ユークリッ
ド空間 E３の平均曲率一定曲面はモデル空間における幾何学的変分問題の代表的なものであり、
長い歴史と膨大な研究成果をもつ。とくに Dorfmeister, Pedit, Wu の３氏により確立された
ループ群論を用いた構成法(Comm. Anal. Geom. 1998)は DPW 法とよばれ「平均曲率一定曲面の
研究」の中核的研究手法である。 
（１）DPW 法を E３以外のモデル空間に対しても確立することは微分幾何学において重要な研究
課題である。DPW 法はリーマン面で定義され、コンパクト半単純リーマン対称空間に値をもつ
調和写像の初期値問題の解法を基礎にしている。３次元球面 S３には容易に拡張できる。非コン
パクトな半単純リー群のループ群は複雑な構造をもち、DPW 法をコンパクト半単純リーマン対
称空間や、擬リーマン対称空間に拡張することは大きな困難を伴う。本研究者は以前の研究課
題（基盤研究(C)21540067）において３次元双曲空間 H３の平均曲率一定曲面（任意値）に対し
新たな DPW 法を確立した（Dorfmeister 氏、小林真平氏との共同研究、Crelle J. Math. 2014）
この新 DPW 法においては対称空間でない５次元擬リーマン等質接触空間に値をもつ調和写像の
ループ群論的構成法を確立した。 
（２）定曲率でないモデル空間内の平均曲率一定曲面の強力な構成法は長く確立されないまま
であった。本研究者は以前の研究課題（基盤研究(C) 224540063）においてハイゼンベルグ群
Nil（冪零幾何のモデル空間）の極小曲面のループ群論的構成法をスピン構造、接触幾何、調和
写像論を駆使することにより Dorfmeister 氏、小林真平氏との共同研究において確立した
（Asian J. Math.2016）。 
 
２．研究の目的 
（１）本研究課題では, 以前の研究課題(基盤研究(C) 21540067, 24540063,15K04834)において、
H３の平均曲率一定曲面の構成のために開発したループ群論に関する種々の技術を発展させ, 
以下の対象を主軸としてループ群論的構成法を与えること、並行してモデル空間の微分幾何学
を展開することを目的とした。 
 ① ３次元ハイゼンベルグ群 Nil3内の対称性を備えた（非自明な位相をもつ）極小曲面 
 ② ３次元双曲空間 H３のガウス曲率が一定な曲面（完備な曲面） 
 ③ 双曲平面 H2と直線 Rの直積空間 H2×Rの平均曲率一定曲面および等質曲面 
（２）対称性（群作用不変性）を備えた 3次元ハイゼンベルク群 Nil3 N 内の極小曲面の構成法
は（初等的な例）を除き全く知られていなかった。本研究では双曲平面に値をもつ調和写像で,
対称性を備えたもの（同変調和写像）をループ群論を用いて構成すること、同変調和写像から
極小曲面を構成する方法を確立することを主要目的とした。 
（３）3 次元双曲平面内のガウス曲率一定曲面をループ群論を用いて構成する理論を確立する
ことを主目的とした。この構成法の確立により３次元定曲率空間内のガウス曲率一定曲面に対
し（すべてのケースについて）構成法が与えられる。 
 
３．研究の方法 
（１）Nil3の極小曲面を構成するデータである「双曲平面 H2に値をもつ調和写像」には 2次特
殊線型群 SL(2,C)が作用する。一方, Nil3の等長変換群は回転群 SO(2)と Nil3の半直積群であ
る。したがって「双曲平面に値をもつ調和写像」の同変性は極小曲面に遺伝しない。これは定
曲率空間の場合と著しく異なる点であり, Nil3の幾何学を複雑にしている理由の一つである。 
E3 の場合、特殊ユニタリー群 SU(2)は（調和写像の値域である）2 次元球面 S2 と曲面の抱合空
間である E3の双方に同時に等長的に作用することと著しい違いである。そこで「極小曲面の同
変性」と「調和写像の同変性」を詳細に分析し，その成果をループ群論的構成法に適用する。 
（２）（１）の成果を 3次元双曲空間内 H３のガウス曲率一定曲面にも適用できるよう拡張する。 
（３）（１）および（２）の研究過程で得られた成果を他の幾何学的問題（曲線の変分問題,調
和写像の摂動）にも応用し, 本研究の有用性を示す。 
 
 
４．研究成果 
（１）本研究の主要課題である「モデル空間の対称性を備えた平均曲率一定曲面」の構成に関
し、ハイゼンベルグ群の極小曲面に研究を注力した。ハイゼンベルグ群 Nil3 は平行移動の他、
鉛直方向の回転しか等長変換をもたない（４次元等長群）。定曲率空間が６次元の等長群をもつ
ことと比して対称性が低いため、対称性をもつ曲面の構成は著しく困難になる。「１径数変換群
の作用により不変な極小曲面」を「１径数変換群の作用で同変的な双曲平面 H2に値をもつ調和



写像」のループ群論的構成を用いて構成することに成功した。この構成では曲面上の群作用と 
調和写像への群作用は直接結びついていないため技術的には極めて難しい。以前の研究課題 
(基盤研究(C) 15K04834)で得られていた研究成果（同変調和写像を用いたループ群論的構成法）
を大幅に改良し、非自明な位相をもつ極小曲面を構成した（Dorfmeister 氏、小林氏との共著
論文）。 
（２）3次元双曲空間内 H３のガウス曲率一定曲面でループ群論的構成法が未確立であったケー
ス(-1<K<0)についてループ群論的構成法を確立した。この成果により 3次元定曲率空間内の 
ガウス曲率一定曲面および平均曲率一定曲面すべてのケースに対しループ群論的構成法が得ら
れた（小林真平氏との共著論文を準備中）。 
（３）正定値射影計量を備えた３次元実射影空間内のデモラン曲面（Demoulin surface）に対
し２種類のガウス写像を導入した。それらは不定値計量に関するグラスマン多様体（ただし非
コンパクト擬リーマン対称空間）に値をもつ。射影空間内の曲面のデモラン性がガウス写像の
調和性で特徴づけられることを証明した（小林真平との共著論文）。この結果、正定値射影計量
を備えたデモラン曲面に対しループ群論的構成法が適用できるようになった。 
（４）（１）から（３）の成果を俯瞰する着想としてリー球面幾何学（Lie sphere geometry）
の観点を導入した。具体的には不定値等質擬リーマン空間の構造解明の応用として、3 次元球
面の単位接ベクトル束をリー球面変換群 SO(3,2)の等質空間として表示して得られる不定値等
質擬リーマン空間内の曲面を考察した。建築構造設計における曲率線格子の構成にリー球面幾
何を活用できることを発見した（建築構造設計研究者、横須賀氏、本間氏、大崎氏との共同研
究、国際会議発表）。 
（５）双曲平面 H2と直線 R の直積空間 H2×R は３次元モデル空間の１つである。この空間内の
曲面の微分幾何学を展開する上で、出発点となる「標準的な曲面」の構成と分類に着手した。
内藤博夫氏によって展開されたリーマン等質空間内の部分多様体のグラスマン幾何を導入し、
軌道型グラスマン幾何（軌道型曲面）の分類に成功した（内藤氏との共著論文を投稿中） 
（６）調和写像との対応関係のない平均曲率一定曲面の構成法はまったく未開・未踏峰である。 
そのクラスの平均曲率一定曲面を捉える新たな着想として、「調和写像の摂動」の研究にも着手
した。出発点として１次元調和写像（すなわち測地線）の摂動を研究対象とした。最も単純な
摂動はモデル空間に備わっている磁場である。２次元空間上のファイバー空間の構造をもつ６
種の空間は自然な磁場（閉２次微分形式）をもつことに着目した。とくにハイゼンベルグ群 Nil3

と特殊線型群 SL(2,R)は標準的な接触構造をもち、それらが自然な磁場の磁気ポテンシャルで
ある。この事実から、Nil3と SL(2,R)を「接触構造により E3 と反 de Sitter 時空 AdS3 を変形し
た等質リーマン空間 」と捉え、調和写像（とくに測地線）を磁場により摂動することを試みた。 
Nil_3 および SL(2,R)の磁場軌道のヤコビ場を決定した（Munteanu 氏との共著論文を発表）。 
その成果は高次元ハイゼンベルグ群 Nil2n+1、（SL(2,R)の高次元化である）複素双曲空間と直線
の直積 CHn ×Rにも一般化できた。 
（７）可解幾何のモデル空間 Sol3の極小曲面は球面に特殊な特異リーマン計量を与えたものに
値をもつ調和写像から構成できることを本研究者は以前に証明し、極小曲面の表現公式を与え
た（Inoguchi, Lee, Proc. Amer. Math. Soc., 2008）。しかしながらその計量は等質でなく 
ループ群論的構成法が全く確立できない。そこで（４）の着想を可解幾何の測地線に対しても 
適用し、Sol の磁場軌道を調査した。Nil3および SL(2,R)と異なり標準的な磁場とよべるものが
存在しないため、いくつかの磁場に関し軌道を求めた（Erjavec 氏との共著論文）。 
（８）８種のモデル空間自体の微分幾何学的研究も並行して行った。（６）と（７）の研究成果
をモデル空間自身の幾何構造から俯瞰する着想を得た。キリングベクトル場を指定した３次元
等質リーマン空間に対し、キリングベクトル場によるリーマン沈め込みを考察する。３次元等
質リーマン空間の磁場軌道と沈め込みの底空間内の磁場軌道の関係を調査した（これまで考察
してきたモデル空間の磁場軌道はすべてこの枠組みにおさまっている）。この成果は（６）にお
けるヤコビ場の決定に活用した（Munteanu 氏との共著論文）。 
（９）モデル空間相互の関係を掴む新たな着想を得た。双曲平面 H2 を複素部分多様体として含
む４次元モデル空間（サーストン幾何の類似）の部分多様体の研究に着手した。エルミート対
称空間である空間を除き、これらモデル空間の部分多様体については研究成果が極めて乏しか
った。Sol4

0
 および Sol4

1 と名付けられている２種類の等質エルミート曲面および H3×Rの曲線
論および極小曲面、極小超曲面の分類に着手した。初期段階の基本的な成果を Erjavec 氏との
共著論文として発表した。 
（１０）これまでの磁場軌道に関する研究成果を改めて精査し、SL(2,R)の磁場軌道が等質であ
ることを証明した（Munteanu 氏との共著論文として発表）。 
（１１）上記の研究成果を得る過程で情報幾何学への予期せぬ関連が発見された。情報幾何学
においては、等質リーマン空間の類似として等質統計多様体の概念が定義されるものの、研究
の指針となる例や研究結果がなかった。正規分布のなす統計多様体が等質統計多様体であるこ
とを示し、数理統計学に由来する甘利-Chentosov 接続が等質かつ共軛対称性をもつ唯一の線型
接続であることを証明した。この結果は甘利-Chentosov 接続を純微分幾何学的に特徴付けると
いう画期的な成果である（古畑仁氏、小林真平氏との共著論文）。 
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