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研究成果の概要（和文）：フロースパイン、シャドウなどの２次元多面体を利用して、３次元多様体、４次元多
様体、および平面曲線の研究を行った。フロースパインは３次元多様体上の接触構造と、シャドウは代数曲線や
直線配置と関連する研究対象である。平面曲線特異点を摂動して得られる平面上の実曲線を２重化してシャドウ
表示を構成することで、補空間の基本群の表示が得られることを示した。これは結び目補空間の基本群の
Wirtinger表示の一般化となっている。フロースパインと接触構造の研究においては、特にabaloneに着目し、ザ
イフェルト束との横断性について研究を行った。また、無限遠の特異点や４次元球面への円作用の研究を進め
た。

研究成果の概要（英文）：We studied 3- and 4-dimensional manifolds and singular plane curves by using
 2-dimensional polyhedra such as flow spines and shadows. Flow spines are related to contact 
structures on 3-dimensional manifolds, and shadows are related to plane curves and line 
arrangements. We showed that a presentation of the fundamental group of a plane curve singularity 
can be obtained from a real morsification of the singularity by doubling the real curve on the 
2-dimensional plane and making it to be a shadow in a suitable way. This is a generalization of the 
Wirtinger presentation of the fundamental group of a knot complement. In the study of flow spines 
and contact structures, we focused on the abalone and studied its transversality with Seifert 
fibrations. We also studied atypical fibers of polynomial maps, called singularities at infinity, 
and circle actions on the 4-dimensional sphere.

研究分野：幾何学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
多様体および多様体間の写像は数学のみならず自然科学全般において重要な道具であり、そこに現れる特異点も
重要な研究対象である。これらの情報を表すためにグラフや実平面曲線が用いられることが多いが、より複雑な
研究を行う場合には、２次元多面体を用いる必要がある。それがスパインであり、シャドウである。本研究で
は、接触構造や代数曲線といった幾何構造を多面体を用いて表示し、そこから得られる情報により多様体や多様
体間の写像の情報を得るという枠組みを構築している。これらの結果は、３次元多様体と４次元多様体、さらに
高次元の多様体を結び付ける研究の基礎として、今後、重要な役割を果たすものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１． 研究開始当初の背景 
 
多様体間の写像は数学の諸分野のみならず自然科学全般で扱われる重要な道具であり、その
特異点を深く理解することは重要な研究課題である。Le, Neumann, Rudolph らによるミルナー
ファイバーのスパインによる記述、レフシェッツ束のハンドル分解、安定写像のスタイン分解な
ど、写像の特異点の研究において多面体は多くの場面で用いられている。多様体間の写像により
現象を理解するためには、その特異点での性質を深く知る必要がある。複素解析的写像の特異点
の研究においては、1960 年代に Milnor がミルナー束を導入し、研究が飛躍的に進んだ。ここで
ミルナー束とは、特異点を中心とする十分小さい球面上にできる円上のファイバー束である。複
素特異点の研究ではこのファイバー束により具体的な考察が可能となり、様々な良い性質をも
つことが知られるようになった。一方，実特異点の研究では、同時期に Whitney, Thom, Mather
らにより写像の安定性の観点から研究が進められた。写像の空間内で写像を少し動かしても性
質が変化しないとき、その写像は安定であるという。安定写像の研究は安定写像の存在、特異点
の分類などを中心に研究が進められた。特異点の構造を深く研究する手法としては特異点解消
など様々な方法があるが、変換等のフィルターをかけずに特異点の情報を直接読み取るには、特
異点のリンク、ミルナーファイバーの埋め込み、そしてミルナー束のモノドロミーの把握が不可
欠となる。複素特異点の場合はレフシェッツ束へのモース化によるモノドロミーの分解を与え
ることでモノドロミーを記述できる。特に平面曲線特異点の場合は A’Campo と Gusein-Zade に
よる実モース化により、モノドロミーを詳細に記述することが可能となる。A’Campo はさらに
ディバイドという概念を導入し、特異点のリンクや消滅サイクルの位置をより具体的に記述す
ることに成功している。さらに最近の結果として、研究代表者と直江央寛氏は Turaev のシャド
ウによるディバイドのレフシェッツ束の表示を与えた。これによりミルナーファイバーの埋め
込みの位置を詳細に記述することが可能となった。 
実特異点の研究においては、安定写像への変形により写像の構造を把握することが研究の主
流となる。近年では broken レフシェッツ束やトライセクションなど、この視点から多くの研究
が進められている。Turaev のシャドウは３次元多様体から２次元多様体への安定写像のスタイ
ン分解に対応することが Costantino と D.Thurston の論文において示唆され、この枠組みは研
究代表者と古宇田悠哉氏により定式化されている。 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は、多面体の構造を用いて、特異点および多様体の幾何構造を詳細に把握するこ
とである。特に４次元多様体に着目すると、多面体にはレフシェッツ束を経由してシンプレクテ
ィック構造を乗せることができ、さらに境界に現れるオープンブック分解では接触構造の研究
に繋げることができる。３次元多様体の接触構造に対しては、フロースパインという多面体が有
効であることが研究代表者らの最近の研究で確認できており、これらの多面体の情報を融合す
ることで、ファイバー束とその境界の幾何構造の研究に対し、多面体を使った新しい枠組みが定
式化できると考えている。 
 
２． 研究の方法 
 
まず、シャドウ補空間の位相型についての研究を進める。特に、補空間の基本群の研究を行う。
先行研究により平面曲線特異点のミルナー束のシャドウ表示が得られている。シャドウ補空間
の基本群の研究は特異点のリンク補空間の基本群の研究や、複素化された実直線配置の補空間
の基本群の研究を含む。特異点の消滅サイクルはホモロジーサイクルとして定式化されること
が一般的であるが、シャドウを利用することで、消滅サイクルに対応するハンドル貼り付けの位
置を表すループを基本群の元として捉えることができ、より詳細な情報を得ることが可能とな
る。 
 フロースパインと接触構造の研究については、先行研究において、接触構造の Reeb ベクトル
場をフロースパインのフローとみなすことにより接触構造の接触同相類とフロースパインを対
応させることで、２つの間に１対１対応が成り立つことが示されている。本研究ではこの結果を
さらに精査すると同時に、abalone などの具体的なフロースパインに対して、どのような Reeb
ベクトル場が対応できるかなど、対応についてのより詳細な研究を進める。 
 写像の大域的な研究として、無限遠の特異点の研究を進める。Atypical ファイバーとよばれ
る無限遠に特異点をもつファイバーの位相的な特徴付けを、グラフや多面体などの組合わせ的
な情報を使って記述することを試みる。また、高次元への研究としては、高次元球面上の円作用
により不変な結び目の分類を進める。３次元球面上の円作用によって不変な結び目はトーラス
結び目と呼ばれる特異点のリンクであり、高次元球面において同様のクラスを明確にすること
で、これまでの研究の高次元への一般化の足掛かりとする。 



 
４． 研究成果 
 
(1) シャドウ補空間の位相型についての研究 
 シャドウとは３次元多様体および４次元多様体を多面体により表示する手法であり、量子不
変量の研究において Turaev により導入された。平面曲線特異点の実モース化の一般化として
A'Campo により導入されたディバイドは、特異点をもつ平面曲線の大域的な研究を進める上での
理解を進めやすい研究対象である。特に、実直線配置の複素化を含むので、その研究にも応用で
きる。本研究では古宇田悠哉氏、直江央寛氏との共同研究として、ディバイドが表す代数曲線の
補空間の基本群の研究を行った。ディバイドを２重化してシャドウ表示を構成し、その図式上で、
シャドウの特異集合の辺と領域に基本群の生成元を割り振る。関係式は特異集合の辺および領
域から得られる。このようにして得られる基本群の表示は、結び目補空間の基本群の Wirtinger
表示の類似であり、実際、シャドウのグリームが特別な場合には、Wirtinger 表示そのものにな
ることが証明できる。表示自体はまだ繁雑ではあるが、平面曲線補空間の基本群の新しい計算方
法を提示しており、意味のある結果が得られている。 
 
(2) フロースパインと接触構造の対応の研究 
低次元トポロジーの視点からの研究として、３次元多様体のフロースパインと接触構造に関
する研究を行った。石井一平氏、古宇田悠哉氏、直江央寛氏との共同研究であるフロースパイン
と接触構造の１対１対応の研究について、研究結果の精査を行った。特に、abalone に対応する
接触構造の具体的構成について考察を進めた。また、フロースパインとフローの力学系の研究の
準備として、abalone とホップ束との関係についての研究を行い、ホップ束に対して横断的な位
置に abalone を置くことができないことを証明した。この議論はザイフェルト束に一般化する
ことができ，(n,1)のザイフェルト束に対して abalone を横断的に置くことができないこと、お
よび、1/2<p/q<1 を満たす任意の(p,q)について，(p,q)のザイフェルト束に対して abalone を横
断的に置くことができることを証明した。フロースパインの研究では、スパインを固定した上で、
それに対応するフローのホモトピー類の研究を行うことが多いが、フローの研究という意味で
は、今回のように先にフローを固定して、対応するフロースパインの研究を行うことが望ましい。
その意味で、対応するフロースパインの位置に繊細な制限が加わるという事実が得られたこと
は、新しい進展と言える。 
 
(3) 結び目補空間の本質的曲面の boundary slope の研究 
下川航也氏、Thomas Mattman 氏らとの共同研究として、結び目補空間の本質的曲面の boundary 
slope の研究を行い、boundary slope と結び目の交点数との比が無限に発散する交代結び目の
列が存在することを示した。この結果はモンテシノス結び目のような形のよい結び目からは得
られない結果であり、より一般の結び目での現象を把握する上で重要な結果といえる。 
 
(4) 多項式写像の無限遠の特異点の研究 
Nguyen Tat Thang 氏と、多項式写像の無限遠の特異点の研究として、atypical ファイバー近
傍での対のホモトピー群による特徴付けを行った。Atypical ファイバーとは局所自明束になら
ないファイバーのことを指す。多項式写像による atypical ファイバーの像全体の集合は 
bifurcation set と呼ばれる。この集合は代数的集合となる。Bifurcation set に滑層構造を
与え、その stratum 上に弧を選び、多項式写像をその弧の逆像に制限する。この制限された多項
式写像に対して対のホモトピー群を考察することで、多項式写像がある値の近傍で Serre ファ
イバー束であることと、多項式写像が各弧の上で Serre ファイバー束であることが同値である
ことを示した。 
 
(5) 球面上の円作用により不変となる結び目の研究 
４次元球面上の円作用により不変な２次元結び目は branched twist spin と呼ばれる。３次
元球面内の結び目 Kと互いに素な整数(m,n)に対して、branched twist spin K^{m,n}が定まる。
(m,n)=(0,1)のときはスパン結び目、(m,n)=(m,1)のときはツイストスパン結び目として知られて
いる。Branched twist spin 補空間の基本群の表示は Plotnick により知られており、福田瑞季
氏により基本群の表現による研究が行われている。本研究では福田氏との共同研究として、
branched twist spin 補空間の基本群を精査することで、branched twist spin の分類を進めた。
Branched twist spin 補空間の基本群をその中心で割った商群を考えると、結び目 Kがトーラス
結び目以外の場合には、商群は軌道体群(orbifold group)であることが分かり、ほとんどの場合
において、同型ではない Kに対しては、それらの branched twist spin も同型ではないことを
示した。 
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