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研究成果の概要（和文）：等比数列とその摂動の差異量の漸近挙動を研究してきており、特に摂動に関しては無
理数回転による摂動は等比数列の持つ定常列としての従属性を失わせる効果があることが明らかになり、またそ
れ以外の摂動に関しては必ずしも従属性の消滅は期待できず、本来ある従属性から独立の場合まで連続的に実現
する摂動が存在することも証明できた。また部分列の差異量に関して、等比数列の部分列の差異量の漸近挙動に
関し、従属性を失わせることができることも依然示していたが、たとえ従属性を失っているように差異量の重複
大数の法則から判断される場合でも、さらに部分列を取り元の従属性を持つ場合と同様の状況を実現できること
を明らかにした。

研究成果の概要（英文）：We studied the asymptotic behaviour of the discrepancies of geometric 
progression. If we perturb geometric progression with almost every initial term by using irrational 
rotation, the dependence as the stationary sequence seems to be eliminated by viewing the law of the
 iterated logarithm for discrepancies. We can also see the dependence not necessary vanishes by 
other perturbation, and see that any dependence smaller that original one can be realized by using 
some appropriately chosen perturbation. As to the subsequence of geometric progressoin, sometimes 
the dependence seems to be vanished, but we can take subsequence of it to make it recover the 
dependence of original sequence in the sense of the law of the iterated logarithm for discrepancies.
 

研究分野： 確率論

キーワード： 等比数列　一様分布論　差異量

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
等比数列の差異量の漸近挙動については判明していないことが大半であったが、測度論的手法を用いることによ
りほとんどすべての初期値に関して理論を展開することが可能になってきた。特に部分列の挙動や摂動の影響な
ど等比数列から派生する様々な問題に関して知見が付け加わったことにより、一様分布論の測度論的研究の進展
に寄与したものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ─１９、Ｆ─１９─１、Ｚ─１９ (共通)

1. 研究開始当初の背景
Weyl の定理の主張は nk+1 − nk > c > 0 であれば {⟨nkx⟩} は単位区間上一様分布するとい
うものであった。これは discrepancy

sup
0≤a′<a<1

∣∣∣∣ 1N
N∑
k=1

1[a′,a)(⟨nkx⟩)− (a− a′)

∣∣∣∣;
で与えられる discrepancy DN ({nkx}) が 0 に収束することを導くものである。等差数列に
関してはKhinchin と Kesten により、収束の速さは決定されていたが、等比数列に関して
は研究が送れていた。
Philipp はHadamard 間隙条件 nk+1/nk > q > 1 をみたす {nk} に対し重複対数型の評価

1

4
√
2
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N→∞

NDN ({nkx})√
2N log logN

≤ Cq a.e.

を示して、 Erdős-Gál の予想を解決している。
研究代表者の以前の研究により |θ| > 1 をみたす実数 θ に関して以下の重複対数の法則が示
されている。

lim
N→∞

NDN{θkx}√
2N log logN

= Σθ, a.e.

ここで θ が有理巾根でない場合即ち θj /∈ Q (j = 1, 2, . . . ) なら Σθ = 1
2 であり、有理巾根

であれば Σθ >
1
2 である。

以下 θ は有理巾根とし r = min{j ∈ N | θj ∈ Q} と r を定め θr = p/q の様に p ∈ Z と
q ∈ N を用いて既約分数に表すとする。
p, q がともに奇数であれば

Σθ =
1

2

√
|p|q + 1

|p|q − 1

である。p/q の値が大きい時には Σθ の具体的値を与える公式が求まっている。p が奇数 q

が偶数で |p/q| ≥ 9/4 である場合と、p が偶数 q が奇数で |p/q| ≥ 4 である場合には Σθ は
以下の様に与えられる。√√√√(|p|q)I + 1
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ここで v(x) = ⟨x⟩(1− ⟨x⟩), I = min{n ∈ N | qn = ±1 mod |p| − q} である。この公式によ
り、例えば以下の値を求めることができる
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また、例外的な値として以下が知られていた。
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1

9

√
42, Σ−2 =
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|p|/q が小さい場合について考える。まず p/q = 13/6 の場合は 13/6 < 9/4 であるが上記公
式は成り立ち、

Σ±13/6 =
2

7

√
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77

が得られ、上の公式の閾値は限界に達していない。
以下、公式の成立しない公比の例を列挙する。
Type II
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2. 研究の目的
間隙級数の方法を用いて典型的な数列に対して discrepancy の漸近挙動を完全に決定するこ
とである。また、多次元の数列に関しての研究をすすめることである。



3. 研究の方法
discrepancy を単位区間内の有限個の点を端点にもつ有限個の区間に限定した最大値により
得られる量とそこで用いられた点の間に限定し取った上限の二つの量に分解して評価する
discrepancy splitting の手法を徹底的に応用し評価して行く。
また、martingale 近似による概不変定理の導出により、重複対数の型の定理を導く。
得られた重複大数の法則における定数を記述する級数の精密な解析を行い定数を具体的に決
定する。

4. 研究成果
(1) 等比数列 {θkx} を一般の列 γk を用いて摂動した場合の研究。
γ を無理数として無理数回転 {kγ} で等比数列を摂動した場合、

lim
N→∞

NDN ({θkx+ γk})√
2N log logN

=
1

2
a.e. (1)

となり、独立の場合と同様に見えるという現象について以前報告している。
一般の数列で摂動する場合を考える。ある定数 Σθ,{γk} ∈ [ 1/2,Σ|θ| ] が存在して

lim
N→∞

NDN ({θkx+ γk})√
2N log logN

= Σθ,{γk} a.e. (2)

が成り立つ。
この定数を {γk} を実数列全体を動かして集めた集合は [ 1/2,Σ|θ| ] と一致する。この様に摂
動を無理数回転に限らず一般にすることにより徐々に独立の場合に連続的に近づけることが
可能であることが解明された。

(2)　等比数列 {θkx} の部分列の部分列に関する研究。
以前の研究に於いて等比数列の部分列の差異量も重複大数の法則に従うことが示されそこに
現れる定数は [ 1/2,Σ|θ| ] に含まれ、部分列全てについて定数を集めた集合は [ 1/2,Σ|θ| ] と
一致することが示されている。
部分列を取ることにより定数は減少しているわけであるが、さらに部分列を取ればさらに定
数は減少するであろうか、部分列のヒエラルキーに応じて定数にもヒエラルキーが存在する
か、という問題が考えられる。
今回の研究で示されたことは、等比数列の部分列であって、定数が 1/2 と最小のものの中
に、さらに部分列を取ると、差異量の重複大数の法則に現れる定数が [ 1/2,Σ|θ| ] に属する
任意の値とすることができるものが存在することである。つまり上述のヒエラルキーが定数
の世界には存在しないことが示されたわけである。
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