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研究成果の概要（和文）：本研究では、任意フィルトレーションのマルティンゲールに対して 
Besov-Triebel-Lizorkin 空間の定義を与え、基本性質を解明した。そしてマルティンゲールに対する一般化分
数べき作用素と乗法作用素の交換子の Orlicz 空間上での有界性・コンパクト性について十分条件を与え、また
付帯条件のもとで必要十分条件を与えた。また、Markov 半群に対しても一般化分数べき作用素の定義を与え、 
Orlicz 空間上での有界性を示した。

研究成果の概要（英文）：In this study, the definition of Besov-Triebel-Lizorkin spaces for general 
martingales are established, and fundamental properties of these spaces has been proven. Further, 
sufficient conditions of boundedness and compactness for commutators of multipliers and generalized 
fractional integrals for martingales has been obtained. These conditions are also necessary with 
some additional conditions. Besides, the notion of generalized fractional integrals has been 
introduced for Markovian semigroups and the boundedness of generalized fractional integrals on 
Orlicz spaces has been obtained.

研究分野：確率解析学

キーワード： マルティンゲール　分数べき積分

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
マルティンゲールの実解析的な基礎理論が、再び活発に研究される時期に入った。この動向の中でマルティンゲ
ールに対する Besov-Triebel-Lizorkin 空間に定義を与え、交換子の Orlicz 空間上での有界性・コンパクト性
について進展をもたらすなど、マルティンゲールの実解析的な研究を着実に積み重ねたことが本研究の学術的意
義である。
以前にもマルティンゲールの実解析的な基礎理論が活発に研究される時期があり、その時期からしばらく時を置
いて、それらの基礎理論の応用が始まっている。基礎理論の充実を行った本研究は将来の応用につながる可能性
が高く、それを見据えた社会的意義を持つ研究といえる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 
 

研究開始当初の研究動向は、マルティンゲールの実解析的側面についての基礎理論の研究が再
び活発になり始めており、その流れの中で代表者は分担者の中井氏らとともに atomic なフィ
ルトレーションを持つ場合にマルティンゲールに対する分数べき積分作用素の定義をあたえ、
さらにそれを一般化したものと乗法作用素の交換子の有界性の研究を始めていた。そのため
種々のマルティンゲールの空間において交換子の有界性を研究することは有望なことと考えて
いた。また、マルティンゲールの実解析的側面についての基礎理論においては atomic なフィ
ルトレーションを持つ場合が先行するが、他の分野への応用まで視野に入れると連続パラメー
タのマルティンゲールの研究に着手すべきと考えていた。 
 
２． 研究の目的 
 
研究開始当初の目的は 
(1) 種々のマルティンゲール空間において（一般化）分数べき積分作用素と乗法作用素の交換
子の有界性・コンパクト性について十分条件を与え、さらに必要十分条件まで精密化する。 
(2) 連続パラメータのマルティンゲールに対する Morrey 空間の定義を与え、その双対空間の
同定や最大作用素の有界性などの基本性質を解明する。 
(3) 連続パラメータのマルティンゲールに対する分数べき積分作用素の定義を与え、(2) で定
義した連続パラメータのマルティンゲールに対する Morrey 空間での有界性を研究する。 
であった。とくに (2),(3) についてはマルティンゲールの実解析的側面についての基礎理論を、
応用に適した形に整備することを狙いとしていた。 
 
３．研究の方法 
(1) 本研究では確率論に詳しい代表者が、フィルトレーションや停止時刻等の確率論の技法を
用いてマルティンゲールの性質およびマルティンゲール不等式・マルティンゲール変換を調べ
る部分を担当し、関数空間やその上の作用素に詳しい分担者が種々のマルティンゲール空間の
適切な定式化と、その上で考えるべき作用素を選択してそれを解析するという部分を担当した。 
 
(2) 研究の進め方については、主には代表者と分担者との間での電子メールを用いて議論をし
て論文を書き進め、それを学会や互いの勤務先の訪問を行って確認し、さらには直接の議論を
行うことで次の研究の指針を得る、という方法をとった。この際、他の研究者から得たプレプ
リントなどの情報交換が、研究の指針として相当重要だった。さらに学会発表を通じて他の研
究者の意見を得て研究を進めるという方法もとった。 
 
４．研究成果 
(1) マルティンゲール Besov-Triebel-Lizorkin 空間の研究を行い、論文” Martingale Besov 
spaces and martingale Triebel-Lizorkin spaces”として発表した。その成果は 
① これまで  p-adic な マルティンゲールに対するものしか定義のなかった 
Besov-Triebel-Lizorkin 空間を、「スケール過程」を導入し、また２次変分過程を用いる
こ と に よ り 、 任 意 フ ィ ル ト レ ー シ ョ ン の マ ル テ ィ ン ゲ ー ル に 対 し て
Besov-Triebel-Lizorkin 空間の定義を与えることができた。とくにリフト写像はスケール
過程から得られるマルティンゲール変換で与えた。 
② ①で定義したマルティンゲール Besov-Triebel-Lizorkin 空間について、双対空間・複素
補間空間の同定を行い、対応するパラメータが通常の Besov-Triebel-Lizorkin 空間と同じ
ものとなることを示した。また Besov 空間と Triebel-Lizorkin 空間 との関係や、パラメ
ータが∞となるときには Triebel-Lizorkin 空間がマルティンゲール Hardy 空間と一致す
ることなど、これも通常の Besov-Triebel-Lizorkin 空間と同じとなることを示した。この
ことは①で定義した空間が「マルティンゲール Besov-Triebel-Lizorkin 空間」と呼べる
ものとなっていることを示す。 
③ ①で定義したマルティンゲール Besov-Triebel-Lizorkin 空間について、なめらかさのパ
ラメータが正であるときには平均振動量を用いた特徴づけができることを示した。これは
のちに行った交換子の研究の基盤となったものである。 
④ フィルトレーションが atomic で、さらにレギュラー条件を満たすものであれば、スケー
ル過程は「atom の大きさ」で与えることができる。それにより以前代表者が分担者ととも
に定義したマルティンゲールに対する分数べき積分作用素をマルティンゲール 
Besov-Triebel-Lizorkin 空間上で考察でき、有界性について以前得た結果の精密化が得ら
れた。 
である。本研究は次の研究成果 (2) に直接つながり、交換子をマルティンゲール 
Besov-Triebel-Lizorkin 型空間で考察することを可能にしている。とくに③の平均振動量によ
る特徴づけが、基盤となっている。 
 
 



(2) 分担者の中井氏ほかもう１名と共同で、atomic なフィルトレーションを持つマルティンゲ
ールに対する一般化分数べき積分作用素の交換子の研究を行い、論文” Fractional integrals 
and their commutators on martingale Orlicz spaces”として発表した。その成果は 
① マルティンゲールに対する一般化分数べき最大作用素の定義を与え、Orlicz 空間上の有界
性に関する有用な十分条件を与えた。一般化分数べき最大作用素の有界性は、とくに交換
子の有界性・コンパクト性を考察する際の強力な手段となった。 
② 一般化マルティンゲール Campanato 空間での John-Nirenberg 不等式の成立において、
atomic なフィルトレーションの場合にはレギュラー条件の仮定が不要であることを示し
て有用性を高めた。とくに交換子の有界性・コンパクト性の条件を簡易化することができ
た。 
③ マルティンゲールに対する一般化分数べき積分作用素の交換子の計算を、マルティンゲー
ル性を有効に活用する形で行った。それにより交換子のシャープ最大関数を一般化分数べ
き最大作用素で各点評価する不等式を得た。このような計算と①,②とを合わせることによ
り、交換子の有界性・コンパクト性の条件として以前仮定していたフィルトレーションに
対するレギュラー条件が、多くの場合で自然な仮定に吸収され、不要となることが得られ
た。さらに一般化シャープ最大関数を導入し、交換子に対するそれが一般化分数べき最大
作用素で各点評価されることを示した。 
④ ③で得られた交換子のシャープ最大関数に関する各点評価を用いて、交換子の Orlicz 空
間上の有界性の十分条件を、multiplier が一般化マルティンゲール Campanato 空間に属
する、という形で与えた。また、一般化シャープ最大関数に関する各点評価を用いて、交
換子の Orlicz 型のマルティンゲール Besov-Triebel-Lizorkin 空間上の有界性の十分条件
も、同じ形で得られた。また、フィルトレーションに対するレギュラー条件のもとで、こ
れが必要条件であることも示した。 
⑤ フィルトレーションに対するレギュラー条件のもとで、交換子の Orlicz 空間、Orlicz 型
のマルティンゲール Besov-Triebel-Lizorkin 空間上でのコンパクト性については、
multiplier が有限個の atom に台を持つマルティンゲールの、一般化マルティンゲール 
Campanato 空間内での閉包に属することが十分条件であることを示した。さらに付帯条件
の下、この十分条件が必要条件にまで精密化できることを示した。 
である。本論文では、業績(1)のマルティンゲール Besov-Triebel-Lizorkin 空間を Orlicz 型ま
で拡張することで、以前の研究で得ていた交換子の結果をこの場合にまで拡張することができ、
研究の良い流れができたと感じている。またマルティンゲール性を有効に活用して交換子の計
算を行ったことで、フィルトレーションに対するレギュラー条件が必要である部分と不要であ
る部分が明確となったことも大きな成果と考えている。 
 

(3)分担者の中井氏ほかもう１名と共同研究を行い、論文” Generalized Fractional Integral 
Operators Based on Symmetric Markovian Semigroups with Application to the Heisenberg 
Group ”  として発表した。その成果は 
① Markov 半群に対して一般化分数べき積分作用素の定義を与え、 Orlicz 空間上の有界性を
調べた。これまで知られている分数べき積分作用素の方法そのものでは拡張が難しかった
が、そのなかで Doob の不等式を使う部分をうまく抽象化し、半群が ultra 縮小性を持つ
ときは、Orlicz 空間における標準的な有界性を持つことを示した。 
② Q-等質測度距離空間における一般化分数べき積分作用素の Orlicz 空間上の標準的な有界
性に関する必要条件を考察し、これまで知られている結果と合わせて有用な必要十分条件
を与えた。 
③ ①,②が Euclid 空間や Heisenberg 群上の Brown 運動に対する Markov 半群に適用できる
ことを示した。とくにこのような対称性の高い空間で、一般化分数べき積分作用素のOrlicz 
空間上の有界性に関する必要十分条件を得た。 
である。本論文では Markov 半群に対して知られていた方法のうち、マルティンゲール理論で
最も基本的な不等式である Doob の不等式を使う部分を抽象化して Orlicz 空間に適用できる
ようにした部分に特に意味があると考えている。それは研究当初の目的にある「マルティンゲ
ール理論を、応用に適する形に整備する」ことの第一歩である。とくに、将来連続パラメータ
のマルティンゲールの理論を本格的に応用してゆく手がかりになりうるとみている。 
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