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研究成果の概要（和文）：Turing は，定数係数の反応拡散系に対し，拡散誘導不安定化（拡散率が異なる二つ
の化学物質が反応するとき，空間的に一様な状態が不安定化し得ること）により空間的に非一様な構造が自発的
に形成されると提唱した．本研究は，そもそもこの原理が適用できない変数係数の反応拡散系においても，系に
内在的な安定な定常状態とは別の新しい安定な定常状態が存在することを発生生物学のモデル方程式系に対して
証明した．

研究成果の概要（英文）：Turing proposed that, in reaction-diffusion systems with constant 
coefficients, spatially non-uniform structures spontaneously formed due to diffusion-driven 
instability (when two chemicals with different diffusivities react, a spatially uniform state can 
become unstable). This study has demonstrated that even in reaction-diffusion systems with variable 
coefficients, to which this principle does not apply, a new stable steady state exists that is 
separate from the stable steady state inherent to the system, for a class of model systems in 
developmental biology.

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： 反応拡散系　パターン形成　変数係数偏微分方程式　不連続定常解　受体－配体模型

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
自然界に広く見られるパターンが形成される機構を理解する一つが反応拡散系によるモデル化である．この非線
型偏微分方程式系の数学解析は，この半世紀のうちに大いに進展して，病状の診断に応用されるまでになってい
る．しかし，時間とともに複雑さを増していくようなパターン形成に関しては系統的な研究はまだ本格化してい
ない．本研究は，その方向での基礎理論を構築する目的で，係数が空間変数に依存するような簡単な反応拡散系
について，定常解の構成方法を開発した．今後の理論の発展の礎となることを期待している．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
Alan Turing [Tu] は，細胞の分裂や分化などからなる生物の発生現象を化学物質の濃度分布に
よって制御された機械的な過程と見做し，形づくりに関わる化学物質を形態素と名づけた．最初
は形態素が空間的に一様に分布しているが，自発的に非自明な空間的構造を形成すると考え，そ
の原因を「拡散誘導不安定化」に求めた．これは，拡散率の異なる二つの化学物質が反応すると
き，空間的に一様な状態が不安定になり得る，というものである．以来，反応拡散系は，主とし
て空間的に一様な状態から（定常とは限らず）非一様な状態を生み出す基本的枠組みの一つとし
て捉えられ，応用され，研究されてきた．同時に，拡散誘導不安定化がなくとも，パターンが形
成され得ることも知られており，非線型項の大域的構造がパターンを生むという認識に基づい
たパターン形成の理論の確立が求められていた． 
 
 
２．研究の目的 
Turing は論文 [Tu] の最後で「殆どの生物では，一つの形から別の形に発展していくものであ
る」と述べている．これは，空間的に一様でない環境下でも形態素の分布に新しいパターンが形
成されることを意味する．言い換えれば，反応拡散系とは，所与の空間的非一様性を乗り越えて，
新しい空間的構造を生成するもの，と理解するほうが適切なのではないかという疑問が生じる． 
 そこで，次のような状況を設定する：変数係数の反応拡散方程式系が与えられているとき，拡
散項を無視すると，空間変数 x を固定するごとに常微分方程式系が得られるが，それが一つまた
は複数個の平衡解をもつとする．拡散を含めた最初の方程式系がこの x に連続的に依存する常
微分方程式系の平衡解（族）に近い定常解をもつとき，それを背景パターン（あるいは一次パタ
ーン）と呼ぶ．背景パターンとは異なる定常解を新パターン（あるいは二次パターン）と呼ぶ．
本研究では，(A) 新パターンが存在するような方程式系の族を見つけ，それに対して新パターン
を構成し，その安定性を判定することを主目的とする．さらに，(B) 進行波解の存在と安定性の
研究を行う．これは，パターンからパターンへと遷移する過程を理解する上で基礎となる界面の
運動の解析を行う際にその出発点となるべきものである． 
 
 
３．研究の方法 
(a) 空間次元１の場合に斉次 Neumann 境界条件下で，Marciniak-Czochra [MC1], [MC2] が提
唱した受体−配体模型を変数係数化したものに対し，背景パターンと新パターンが存在するかど
うか，また，それらの安定性について考察する．このとき，数値シミュレーションを系統的に行
い，係数の変動と解の存在との間の関係に関して予想をたてる． 
(b) 多次元領域において(a)で考察した受体−配体模型の新パターンの存在と安定性を検証する． 
(c) 受体−配体模型に対し，進行波解の存在・非存在について検証する． 

 
 
４．研究成果 
(1) ヒドラの頭部再生モデルとして Marciniak-Czochra [MC1] が提唱した受体−配体模型を変

数係数化した方程式系 
 
 
 
(P1) 
 
 
 
を一次元領域 0 < x < L において斉次 Neumann境界条件のもとで考察した．ここで，u(x,t) は受
体(receptor),v(x,t) は配体(ligand) の密度を表す非負値函数であり，γ(x), µ1(x), µ2(x), m 1(x), 
m 2(x) はいずれも正値函数，D, k は正定数である．これに対して，以下の(i)—(iii)を証明した．
(i) 係数に対する適当な条件のもとで，この方程式系が定数定常解 (u(x),v(x)) ≡ (0,0) 以外に定数
でない定常解をもつ．この非定数定常解は，ある区間に属する値 β > 0 に対し v(x) = β となる x 
において u(x) が跳躍的不連続性を有し，それ以外の x では二回連続的微分可能という構造を
もつ．（v(x) は連続的微分可能であるが，二階導函数に不連続性が生じる．）(ii)これらの非定数
定常解は,Weinberger[W]の意味で安定である．(iii) さらに，拡散係数 D → ∞ のとき，非定数定
数解は定数 βに一様収束する． 
 非線型性の特徴を表現するために， 
 
 

 



 
 
 
 
 
 
とおいて，（固定した x に対し）uv 平面における零傾線 f(u,v,x) = 0, g(u,v,x) = 0 の構造を見てみ
る．二曲線が (I) ただ一点 (u,v) = (0,0) で交わる場合を単安定，また，(0,0) の他に二点で交わ
るとき，(II) 二点ともに，f(u,v,x) = 0 で定まる v が u に関して増加する枝にある場合を DDI型
（拡散誘導不安定化型），(III) 一点が f(u,v,x) = 0 で定まる v が u に関して減少する枝の上にあ
る場合を双安定と呼ぶ．（下図を見よ．赤が f(u,v,x) = 0，青が g(u,v,x) = 0．）定数係数の場合，単
安定ならば，定常解は定数解 (u,v) ≡ (0,0) に限る．変数係数の場合には，区間の一部で単安定で
あっても，他の部分で双安定であれば，上記の結果が成立する．こうして，異なる非線型性が共
存する領域においても新パターンが存在し得ることが明らかになった([TZ1])． 
 

            
 

(I)単安定    (II) DDI型   (III) 双安定 

 

 
 

 

(2) 拡散誘導不安定化を伴わない受体−配体模型（[MC2]）を変数係数化した 

 

 
についても，有界区間 [0, L] において斉次 Neumann境界条件のもとで，非定数定常解の存在と

その安定性について考察した．ただし，a(x), b(x), c(x), p(x), m1(x), m2(x), m3(x) はいずれも滑らか

な正値函数である．より一般に， 

 
と定義し，零傾線 f(u,v,x) = 0, g(u,v,x) = 0 が x に関して一様に双安定となるように係数を選ぶ

ものとする： 

 

 

<latexit sha1_base64="gIteJIALFSZxi5HIqPdsSLitAIQ="></latexit>(
ut = D(a(x)ux)x + b(x)v � c(x)u,

vt = p(x)u� (m1(x)v
3 �m2(x)v

2 +m3(x)v)

<latexit sha1_base64="Trk8jq/z0tKP/Z78Plvbkli8eeA=">AAACJHicbVBLS0JBGJ1rL7OX1bLNkARXULk3woIIpDYtDfIBepG541wdnPtwHqKIP6ZNf6VNix60aNNvaa66MO3A93E45/uY+Y4bMSqkZX0bibX1jc2t5HZqZ3dv/yB9eFQVoeKYVHDIQl53kSCMBqQiqWSkHnGCfJeRmtu7i/3agHBBw+BRjiLi+KgTUI9iJLXUSl97psoNcsMshDfQNYfZQR7rrnKw2e8r1E51FvwodmAe9s1YSbXSGatgTQFXiT0nGTBHuZX+aLZDrHwSSMyQEA3biqQzRlxSzMgk1VSCRAj3UIc0NA2QT4Qznh45gWdaaUMv5LoCCafq4sYY+UKMfFdP+kh2xbIXi/95DSW9K2dMg0hJEuDZQ55iUIYwTgy2KSdYspEmCHOq/wpxF3GEpc41DsFePnmVVM8LdrFQfLjIlG7ncSTBCTgFJrDBJSiBe1AGFYDBE3gBb+DdeDZejU/jazaaMOY7x+APjJ9fztifYQ==</latexit>

f(u, v, x) = b(x)v � c(x)u, g(u, v, x) = p(x)u� q(v, x)

 

左図において，赤の曲線が u(x), 青の曲線が v(x) を表
す．緑の曲線は µ2(x) を表す．µ2(x) が小さい区間では

単安定 (I)，大きい区間では双安定 (III)である． 

左図の  は各 x に対し

拡散を無視した常微分方程式系の

安定な平衡点である．その近傍に

反応拡散系 (P2)の安定な定常解 
(φ(x),ψ(x)) が存在する．(0,0)も安定

な定常解である．これら二つが背

景パターンである． 

(P2) 



正数 βを選んで，どの x に対しても uv 平面において曲線 g(u,v,x) = 0 と直線 u = βが三点で

交わるようにできるものとする．このとき，(i) (P2) は u(x) = βとなる x に対し v(x)が跳躍的不

連続性をもつような定常解をもち，(ii) この定常解 (u(x),v(x)) において，u(x) は D→∞のとき一

様に βに収斂することを証明した．(i) は変分法を用いて証明する．さらに，(iii) βに対する適

当な仮定のもとで，充分小さい D に対し，内部遷移層をもつ定常解を構成した．(iv) 定常解 

(u(x),v(x)) の（弱）安定性のための充分条件を像集合 {(u(x),v(x)) | x∈[0, L]} の構造として表した．

([TZ2]) 

 

     
 

D 小     D 中    D 大 

 

 (3) 多次元領域における定常解の存在と安定性．定数係数の方程式系 (P2) に対し，N 次元有

界領域 Ω において斉次 Neumann 境界条件のもとで考察し，次の結果を得た：(i)適当な区間に属

する正定数 βに対し，u(x) = βを満たす x に対し v(x) が跳躍的不連続性をもつような(P2)の定常

解 (u(x),v(x)) が D > 0 の大きさに拘らず，つねに存在する．(ii) Ωが球の場合，充分小さい D に

対し，内部遷移層をもつ解を構成した． (iii) D → ∞のとき，このような定常解の第一成分 u(x)は
βに一様収斂する．(iv)（v(x)が）跳躍不連続性をもつ定常解の安定性を調べ，上に構成した定常

解のうちである条件を満たすものは Weinbergerの意味で弱安定であることを示した．([ATZ]) 

 一方，分担者は，非拡散種が複数あり，拡散種が一つの場合について，以下の二つの結果を多

次元領域において得た： 

（3A）すべての種が少なくとも連続であるような正則な定常解の存在とその不安定性 
 最も単純な系である，一つの常微分方程式と一つの反応拡散方程式から成る連立系について，

常微分方程式の非線型項がもつ性質である自己触媒作用がすべての連続な定常解を不安定化

させることが分かっていた．これに関して，系が複数本の常微分方程式を含む一般系に対して

も常微分方程式系の反応項から定まる定数定常解における線型化行列が不安定性に重要な役

割を果たしていることを明らかにした．さらに一般の系に対しても，すべての連続な定常解が

不安定となることを示すことができた．これは，古典的な反応拡散系との大きな違いの一つで

あり，個々の現象に合わせて提唱される数理モデルのダイナミクスを体系的に理解する上で大

きな手掛かりとなる結果である．([CMKS1]) 
（3B）常微分方程式系を満たす解が跳躍的不連続性をもつ定常解の存在とその安定性 
 空間N次元の有界領域上で不連続な定常解の構成方法を示し，それが安定になり得る条件を

明らかにした．定常解の構成法は一般の系に対して有効であるため，系の非線型項の形に応じ

て安定な不連続定常解の形状が明らかとなった．よって，安定な定常解の周りで摂動を加えた

初期値から出発した解の挙動は理解可能である．この結果は，数値計算を行う際に大変有用な

情報を与えるものである ([CMKS2]) ． なお，(3B)での安定性は，(3)における (iv) で示さ

れたWeinbergerの意味での弱安定性とは位相が異なることを注意しておく． 
 

 (4) 進行波解の存在．定数係数の方程式系(P2)に対し，進行波解が存在することを証明した．

数値シミュレーションから，進行波解が存在することは予想されていた．しかし，非線型性の構

造が古典的な FitzHugh-Nagumo 方程式などとは異なり，不変多様体の法双曲性が壊れる集合の

近傍での解軌道の挙動を精密に解析する必要があることが判明した．これを膨張変換法により

特異点の解消を行うことで実行した（[HKMT]）． 
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