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研究成果の概要（和文）：当初，コンクリートのような硬い物質を想定して解析を始めたが，スポンジのような
多孔性物質はその伸縮により場所ごとに特性が変化するため，このような弾性体を非均質領域として着目するこ
とにした。また，変位が微小とはいえないスポンジのような弾性体の動きを記述する偏微分方程式に対する研究
が十分に進んでいなかったため，まずは弾性体を2次元閉曲線とみなした数理モデルの解析に重点的に取り組ん
だ。このモデルに現れる非線形歪みから生じる数学的困難を応力関数に特異性を仮定することで克服し，圧縮に
よる歪みに対し下限が存在することを証明するなど，弾性体方程式に関してこれまでにない成果を挙げることが
できた。

研究成果の概要（英文）：At the beginning in this research project, our aim was to analyze dynamics 
for bulk materials, for example, concrete buildings. However, we considered that porous elastic 
materials like sponges are more suitable for examples of non-homogenous materials, since the 
character can be changed at each point by shrinking and stretching motions. Moreover, there were few
 mathematical results dealing with large deformations, which appears in a mathematical model for 
elasticity of porous materials. Hence, we have aimed to analysis the model in which elastic 
materials is regarded as the closed curve in the plane. In this model we faced a mathematical 
difficulty caused from nonlinear strains. In this research we could overcome the difficulty by 
introducing a new stress function having a singularity and obtained completely new results on 
elastic equations, for instance we give a lower bound for the strain from below. 

研究分野： 数理解析学

キーワード： 弾性体　非線形偏微分方程式　非線形歪み　非線形応力関数
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
弾性的な性質をもつ多孔性物質に対する浸透現象を記述する微分方程式モデルを提案することができた。本研究
で示した数理モデルは極めて単純化した現象しか扱えないが，物質の力学的変化と水分量の変化を同時に考慮し
た初の数理モデルである。特に，スポンジのような変位が大きな値を取り得る物質の変化を，特異性が仮定され
た応力関数によって大域的な解の存在を示したことができた。これは，これまでの弾性体方程式では得られなか
った結果であり，今後，この方程式を元にすることで弾性体の運動をより現実的なモデルで考慮記できるように
なるものと考えている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
研究開始時点では，非均質領域に関わる現象の具体例として，「コンクリート中性化過程（マル
チスケールモデル）」と「微小領域における分子分離」を想定し，その時点で得られていた研究
成果の整理，改良，発展に取り組んでいた。同時に，マルチスケールモデルで記述される現象に
ついて検討していたところ，研究協力者の Muntean 氏(Karlstad University, Sweden)との協議
によりスポンジのような弾性を伴う多孔質媒体に関連する種々の応用例の存在を知り，この素
材に対する数理モデルの構築も研究課題として採択することとした。弾性体の変形を記述する
数理モデルに関連する先行研究を調査した結果，ほとんどのモデルで微小変位を仮定しており，
スポンジのような巨視的な変形を扱うモデルがないことが判明した。また，この素材は弾性変形
により，水分移動に関わる係数も場所ごとに変化するため，本研究課題である「非均質領域にお
ける偏微分方程式の解析」の題材にふさわしいと判断し，弾性体の変形に関する解析も研究課題
に追加した。 
 
２．研究の目的 
本研究では(1)コンクリート中性化過程するマルチスケールモデル, (2)微小領域における分子分
離, (3)弾性体の変形を記述する数理モデルの 3 つについて考察する。それぞれに対する研究目的
を述べる。 
(1) コンクリート中性化過程を記述するマルチスケールモデルは，水分移動を表す巨視的モデル

と，コンクリート内部における水分吸着現象を表す微視的モデルによって構成される。巨視
的モデルは 3 次元領域における非線形拡散方程式に対する初期値境界値問題，微視的モデル
は１次元自由境界問題であり，これらが互いの境界条件や方程式の外力項として現れる。こ
の問題の解の時間的大域解の存在を示す。 

(2) 微小領域における分子分離を図 1 のような 2 種の混合領域で考える。
赤色が光を受けて熱を発生させる領域であり，青色の部分には液体が
あり，赤色の部分で発生する熱によって温度が変化する。さらに，液
体では温度勾配に濃度勾配が依存するというソレ―効果も考慮する。
温度分布は 2 種の接触部分では回折型境界条件を課した熱方程式に従
うものとし，その温度勾配を含む拡散方程式によって，濃度が定まる
ものとした。本研究では，このモデルに対する数学的解析と数値解法
について考察する。 

(3) 微小ではない変位を扱える弾性体方程式の構築とその解の存在や一意
性といった基本的な性質を示すことを研究目的とする。また，多孔質
媒体である弾性体内部を水分が移動する場合についても考察する。 

 
３．研究の方法 
上記 3課題に対する研究方法を示す。 
(1) コンクリート中性化過程を記述するマルチスケールモデルの研究者である熊崎耕太氏

（2023 年 3 月まで長崎大学に在籍，4 月から京都教育大学）と定期的に研究打合せをしな
がら研究を進める。 

(2) この研究課題では，数値解析が重要な役割を果たすため，数値解析に詳しい Anthonissen 氏
(TU Eindhoven, the Netherlands)と共同で研究を進める。 

(3) 多孔質媒体の弾性体に対するモデリングについては，Muntean 氏と共同で進め，数学的解析
については，主に愛木が担当する。また，弾性体に対する数値計算については，Anthonissen
氏と共同で進める。   

 
４．研究成果 
以下の研究成果が得られた。 
(1) コンクリート中性化過程を記述するマルチスケールモデルについて 
巨視領域における水分分布を既知としたときの，1次元自由境界問題の解の巨視領域の位置を示
す変数に関する可測性を証明した。この証明では，水分分布を表す関数が滑らかな場合に連続性
を示し，その極限を考えることで，水分分布が一般の場合に可測性が成り立つことを示した。ま
た，1次元自由境界問題の解の巨視領域の位置を示す変数に関する微分可能性も証明することが
できた。さらにその導関数が満たす方程式も得ることができた。この成果を元に，熊崎氏がマル
チスケール問題の解の時間に関する大域存在を示すことに成功した。 
(2) 微小領域における分子分離について 
これまでの数値計算結果や解析結果を統合し，成果を論文としてまとめ発表することができた。
この内容については，海外の国際会議でも成果を発表した。 
(3) 多孔質媒体の弾性体に対するモデリングについて 
この課題については，多孔質媒体に関する成果と微小とは限らない変位を扱える弾性体モデル
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に対する成果とを分けて紹介する。 
・弾性体である多孔質媒体中の水分移動について 
本課題について，多孔質媒体の一つの孔に水分が侵入するモデルを構築し，その解の存在と位置
性を示すことができた。特に，この結果においては，弾性体の歪みに対する下からの評価方法を
確立することができた。また，実験結果をもとに弾性体中の水分侵入に対する自由境界モデルを
導出し，その数値計算結果をもとにモデルの妥当性について検証した。ここでは，弾性体の動き
を記述する数理モデルにおける未知関数を位置としており，その定義域および値域はともに 1次
元空間である。 
・微小とは限らない変位を扱える弾性体について 
このモデルでは針金のような細長い弾性体を曲げて繋げることで作成した輪を閉曲線とみなし
ている。このモデルにおける未知関数は，上と同様に位置であるが，定義域が 1次元空間，定義
域が 2次元空間の部分集合であり，定義域と値域の次元が異なっている。そのため，弾性体に対
する多くの考察で採用されている変位を定義できない。そこで，ここでも未知関数は位置である。
さらにこの次元の差によって，歪みが位置の空間に関する導関数の絶対値を含む式によって定
義される。そのため，歪みが非線形であるだけでなく，原点において滑らかではない数学的に扱
いが困難な関数として定義される。このような歪みを扱うために，我々は図２で示されるような
非線形かつ特異点をもつ関数 f(ε)を用いて応力を定義することにした。 
従来，応力は未知関数の空間微分に比例するものが多く考えられてきたが，それでは実際の現

象に適合しないという結果を得ることができた。弾性体の初期位置と初速を円のような対称な
関数として与えると，解は半径だけに依存する。図 3では横軸を時間，縦軸は弾性体を表す円の
半径とし，その時間変化を表している。図 3から分かるように，初期歪みが大きい場合，半径は
負の値をとり現象に合わない。これに対し，図 4では特異点をもつ関数を用いて応力を定めた場
合の半径の時間変化を示している。こちらでは，半径は非負の値をとらない。このように我々の
提案する応力関数を採用することで，初期変位が大きい場合も扱うことができるモデルを提案
することができた。 

 

 
 

 
このモデルについては，まず弾性体を有限

個の質点からなる物質をみなすことで得られ
た常微分方程式モデルの解の存在・一意性，
さらには数値解の厳密解への収束速度を示す
ことができた。この結果では，数値解の不安
定性に関する興味深い結果を観察することも
できた。この不安定性の原因究明や安定解を
得られる数値解法の開発が今後の課題となっ
た。 
常微分方程式をもとに偏微分方程式モデル

を導出し，それを beam 方程式によって近似し
た初期値境界値問題を構築した。 

この問題に対し，特異性をもつ応力関数から得られる評価をもとに，歪みに対する下からの評価
を示すことができた。これは，長さをもつ弾性体が圧縮されたとしてもその長さがある値より短
くならないことを示している。この評価から，問題の解の一意性や存在を証明することができた。
さらに，時間に依存しない一様評価も得られたため，解が定常解に収束する部分列をもつという
時間無限大での解の挙動に関する成果も得られた。 
 この研究を通して，数値解の安定性，定常問題の一意性，解の時間無限大における収束等の多
くの課題が得られたことも本研究の重要な成果である。 
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