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研究成果の概要（和文）：ユークリッド空間のみならず，サブリーマン多様体のような複雑な幾何学的構造を持
つ空間上の数学解析も近年重要視されている．本研究では，生物学や最適制御，画像処理など様々の分野に現れ
るサブリーマン多様体上の偏微分方程式を研究対象として，方程式の幾何学的性質について解析を行った．ユー
クリッド空間でよく知られている完全非線形方程式の粘性解理論をより一般的な幾何学的設定まで拡張した．空
間の幾何学的特徴に応じた新しい凸集合，凸関数及び凸包の概念を考察し，非線形偏微分方程式の観点から理解
を深めることができた．

研究成果の概要（英文）：In recent years, the importance of mathematical analysis has been recognized
 not only in Euclidean spaces but also on sub-Riemannian manifolds with more complex geometric 
structures. In this research project, we studied partial differential equations in sub-Riemannian 
manifolds arising from various fields including biology, optimal control theory and image 
processing, focusing on the　analysis of their geometric properties. We extended the 
well-established viscosity solution theory for fully nonlinear equations in Euclidean spaces to more
 general geometric settings. Additionally, we investigated new notions of convex sets, convex 
functions and convex envelopes that align with the space geometric properties, leading to a deeper 
understanding from the perspective of partial differential equations. 

研究分野：数学解析
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研究成果の学術的意義や社会的意義
サブリーマン多様体における偏微分方程式の数学解析は，数学のみならず，生物学や工学などの問題にも様々な
応用がある重要なテーマです．我々の研究は、複雑な幾何学的構造を持つ空間を理解するための枠組みを提供
し，そのような空間における偏微分方程式及びその幾何学的性質の研究において基本的な数学的ツールを確立し
ました．現実世界の応用に現れる様々な数学モデルを研究するための数学的基盤を構築しました．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
サブリーマン多様体上の非線形偏微分方程式は，生物学や機械工学などの分野に重要な応用が
あり，数学解析の重要な課題の一つと認識されている．現代科学の最先端の研究へ直接的に貢献
するための数学的基礎理論を発展させることが本研究のモチベーションである．ユークリッド
空間とは本質的に異なる構造をもつため，ブリーマン多様体において微分方程式の可解性問題
や解の基本性質などが研究問題として次々と提起され，多くの研究者の関心を寄せている． 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は，ユークリッド空間で構築された完全非線形方程式の理論をハイゼンベルグ群
まで拡張し，サブリーマン多様体に適用できる新たな解析方法を確立することである．特に，粘
性解理論を積極的に取り入れることで，空間の特殊性により現れる方程式の退化性を克服し，幾
何学的解析の新しい発展や生物学，機械工学などの問題解決の実現を目指す． 
 
 
３．研究の方法 
 
従来の非線形サブリーマン解析は，主に変分法による弱解の概念を利用して行われる．発散型楕
円作用素を持つ方程式に対しては，この方法が有効であるが，ハミルトン・ヤコビ方程式やレベ
ルセット曲率流方程式などの非発散型方程式ならば，変分的構造を持たないので，同様な方法で
は解の存在性と一意性が得られない．完全非線形偏微分方程式の粘性解は最大値原理に築き上
げられた弱解の理論であるから，変分的構造のない方程式にも応用できる．我々は粘性解理論に
よる手法を積極的に取り入れ，サブリーマン多様体において比較定理を構築し，偏微分方程式の
可解性と幾何学的性質について考察する． 
 
 
４．研究成果 
 
（１）ハイゼンベルグ群における凸関数の定義はユークリッド空間の場合と異なることを確認
し，それに応じた関数の凸包の概念および具体的な構成の方法を確立した．さらに，対称性を
持つ完全非線形楕円型方程式に対し，定義した凸包を利用することにより解の凸性を示すこと
ができた．これらの研究成果は沖縄科学技術大学院大学のX. Zhou氏との共同研究によるもの
であり，論文は国際ジャーナルAnn. Sc. Norm. Super. Pisa Cl. Sci.に掲載された． 
 
（２）ハイゼンベルグ群における関数の凸包の概念や構成法について以前の研究で考察した
が，それに対応する集合の凸包をどのように構築するかは知られていなかった．沖縄科学技術
大学院大学のA. Kijowski氏とX. Zhou氏との共同研究では，ハイゼンベルグ群における準凸関
数の性質を用いて，集合の凸包の新たな構成法を確立した．準凸関数を一つ非局所的ハミルト
ン·ヤコビ方程式の粘性劣解で特徴づけられることを明らかにし，さらにその方程式に基づく離
散化スキーム及びレベルセット法により，集合の凸包の構成に成功した．これらの研究結果に
関する論文は国際ジャーナルRev. Mat. Iberoam. に掲載された． 
 
（３）曲率タイプの二階楕円型作用素によるハイゼンベルグ群上の準凸関数の特徴づけを考察
し，方程式の粘性劣解の形で準凸関数になるための必要条件と十分条件を導いた．従来の結果
よりも，より一般的な函数クラスでハイゼンベルグ群上の準凸関数と二階非線形楕円型方程式
との関係を明らかにし，理解を深めることができた．さらに，この結果を用い，未解決問題で
あるハイゼンベルグ群上の曲率流の凸保存性についても研究を行った．初期値の幾何学的構造
に対する一定の仮定の下で部分的な結果を得られた．これらの成果をまとめた論文は現在投稿
中である． 



 
（４）完全非線形放物型方程式について粘性解の冪乗型の凸性を考察した．これまでは，楕円
型と放物型方程式の古典解の凸性に関する結果が知られていたが，一般の完全非線形方程式に
拡張する際に，解の２階微分可能性が期待できないため，凸性の証明は困難だと思われてい
る．東京大学の石毛和弘氏とフィレンツェ大学のP. Salani氏の共同研究では，冪乗型の凸性に
対する関数の凸包を定義し，粘性解の手法で一般的な放物型方程式の解の凸性を明らかにし
た．この研究に関する論文は国際ジャーナルJ. Math. Pures Appl.に掲載された． 
 
（５）距離空間におけるアイコナール方程式の可解性について研究を行った．近年，最適輸送
やデータサイエンスなどの分野につながるため，一般の距離空間上の非線形解析に関する研究
が注目されている．その基礎的な課題の一つとして，距離空間上のアイコナール方程式の可解
性問題は関心を集めている．ユークリッド空間上の粘性解理論に基づいた2種類の解の概念が
それぞれGiga-Hamamuki-NakayasuとGangbo-Swiechの研究によって提唱された．しかし，
これらの解がどのような関係なのかは知られていなかった．シンシナティ大学のN. 
Shanmugalingam氏と沖縄科学技術大学院大学のX. Zhou氏との共同研究では，新たにMonge
解の概念を導入し，最適制御の手法を用いて全ての解の概念が同値であることを明らかにし
た．この結果によって，今までの先行研究で確立された定式化及び定理などを全て統一するこ
とかできた．本研究の成果をまとめた論文は国際ジャーナルJ. Differential Equationsに掲載さ
れた． 
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