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研究成果の概要（和文）：　本研究では測度論の視点から擬軌道尾行性の概念を一般化し，研究対象とする力学
系を非一様双曲系に拡張することで尾行性理論の新展開を目指したが，完成には至っていない。具体的には，擬
軌道の集合に尾行可能測度の概念を導入し，測度論的手法により微分同相写像の尾行可能な擬軌道の振舞を解析
することで微分幾何学的力学系理論の立場から尾行可能測度を持つ力学系の特徴付けを目指した。
　本研究の推進過程において，次の特筆すべき成果を得た。一般に尾行性を持たない力学系に対する擬軌道の尾
行可能測度による量的評価及び，ルベーグ測度が尾行可能測度であるような力学系の，C~1微分同相写像の範疇
での開集合の存在証明である。

研究成果の概要（英文）：   We aimed for the new development of the shadowing theory of dynamical 
systems by generalizing the notion of shadowing property from the viewpoint of measure theory and 
extending our dynamical systems to non-uniformly hyperbolic systems, but not completed yet.   In 
this project, we introduced the notion of shadowable measures for the set of pseudo-orbits, and try 
to characterize the diffeomorphisms admitting the shadowable measures by analyzing the behavior of 
shadowable pseudo-orbits from measure-theoretical viewpoint.
   We have two remarkable results by making use of the shadowable measures.  One is for a system 
which does not satisfy the shadowing property in general, we obtained the quantitative estimation 
for the set of pseudo-orbits of the system by the shadowable measure.   The other is in the context 
of C�diffeomorphisms, we proved that there is a C�open set of diffeomorphisms such that for any 
element of the set, the Lebesgue measure itself is shadowable for the element.

研究分野：力学系理論

キーワード： 擬軌道尾行性　尾行可能測度　確率測度　一様双曲型　非一様双曲型　占有的分解　エルゴード的測度

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
　本研究では測度論の視点から擬軌道尾行性の概念を一般化し，研究対象とする力学系を非一様双曲系に拡張す
ることで尾行性理論の新展開を目指した。その完成には至らなかったが，擬軌道集合の尾行可能測度による量的
評価や，多様体上のルベーグ測度が尾行可能測度となる力学系の開集合の存在など，単に力学系の特徴付け研究
にとどまることなく，研究の推進過程で発見された新たな解析手法や知見など，力学系理論全体における研究の
進展に貢献することができた。
　また，尾行可能測度の概念は非一様双曲系に適用可能であり，カオス研究とも深い関係がある。本研究で得ら
れた新たな知見はカオス理論研究の応用面においても大きな寄与が期待できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 擬軌道尾行性（shadowing property, 以下 SP とする）の概念は，Anosov-Bowen により双曲
型力学系の研究に導入されて以来，力学系の微分幾何学的研究やエルゴード理論的研究におい
て本質的な役割を果たしてきた。数値計算による力学系の軌道は，すべて擬軌道である。SP は，
数値計算による軌道が真の軌道であることを保証する概念であり，力学系の数値計算的研究に
おいても本質的である。一方，SP は構造安定性予想の解決にも応用されるなど，近年の微分幾
何学的力学系理論における定性論的研究の発展に大きく寄与してきた。本研究では測度論との
融合により SP の概念を一般化し，研究対象とする力学系の範囲を拡張することで SP 理論の新
展開を目指した。 
拡大的位相同相写像 (expansive homeomorphism) の概念が導入されて以来，拡大性は位相力
学系理論の発展に大きく寄与してきた。この性質は多くの力学系に現われ，近年，力学系のエル
ゴード理論やカオス研究において重要な概念の一つになっている。最近 Morales-Sirvent [5]
により，拡大性の概念の一般化として測度拡大性 (measure-expansivity) の概念が導入され，
測度論的な視点から拡大的位相力学系の研究が開始された。例えば，「単位円周 S1上には拡大的
位相同相写像が存在しない」というよく知られた結果に，測度論的視点から明快な別証明を与え
ており，その概念の有効性が示されている。また，[7,13] では部分双曲型分解をもつ系（非一
様双曲系）において測度拡大性が考察されており，測度論的視点を力学系の研究に導入すること
で研究対象を拡張することが可能となっていた。 
 力学系の数値計算的研究をより一層発展させるためには，SP 理論の研究対象を非一様双曲系
にまで拡張する必要がある。そのためには SP の概念の拡張が不可欠である。報告者は SPを持つ
微分同相写像のC1-位相に関する内点の特徴付けを通し，力学系の分類を行ってきた [9]。また，
JSPS 科研費「25400105」，「JP16K05167」の支援を受け，測度論的視点から微分可能多様体 M 上
の拡大的力学系を微分幾何学的力学系理論の立場から特徴付けを行っている [12]。具体的には，
fを M上の微分同相写像とし，μを M上の確率測度とする（f-不変とは限らない）。fがμ-拡大
的（μ-expansive）であるとは，あるδ>0 が存在し，すべての x∊M に対しμ(Γδ(x))=0 が成立
することをいう。ここで，Γδ(x)={y∊M:d(fn(x),fn(y))≦δ(∀n∊Z)である。報告者は IE={f∊
Diff(M):μ-拡大的(∀μ∊Mf(M))}をその主な考察対象とし，IE に属する微分同相写像の C1-位
相に関する内点を Axiom A 系として特徴付けしている（Mf(M)は M上の f-不変確率測度全体を表
す）。本研究は研究姿勢においてその精神と同じ延長上にあり，本研究の推進にあたっては上記
研究で培われたノウハウを十分に活かすことが可能であった。 
 SP については [4] において測度論的視点から理論の新展開を目指した研究が開始されてい
るが，擬軌道の全軌道ではなくの擬軌道の最初の点のみが測度の対象であるなど，擬軌道の振舞
いを反映している測度とは言い難く課題が多い。測度論的な視点から擬軌道の振舞いを適切に
反映した尾行可能測度の概念を導入することで [4] における課題を修正し，報告者の知見に基
づいた SP理論の測度論的研究を可及的速やかに推進する必要があった。 
 
 
２．研究の目的 
 力学系を数値計算的手法により研究する場合，コンピュータにより計算された力学系の軌道
には（一般に）四捨五入等による誤差が含まれている。このような軌道を擬軌道（pseudo-orbit）
と呼ぶ。もし，力学系が SP をもてば，すべての擬軌道はその力学系の真の軌道であることが保
証され，コンピュータにより計算された力学系の軌道はその定性的性質を反映していると言え
る。一方で SPは力学系の安定性に関係する概念であるが，マルコフ分割の存在にも深く関係し，
力学系のエルゴード理論的研究においても本質的な役割を担っている。 
一般に C∞-微分可能多様体 M上すべての力学系（微分同相写像）が SP をもつとは限らないが，
SP をもつ微分同相写像の全体は，微分同相写像全体の空間の中で C0-位相に関し稠密になること
が知られている。報告者は SP を持つ微分同相写像の C1-位相に関する内点の特徴付けを通し，
力学系の分類を行ってきた（SP と双曲性（hyperbolicity）についての長年の研究成果を， 
Pilyugin 氏との共著により Springer LNM として出版している [8]）。 
 前述のように SP 理論をより一層発展させるためには，研究対象を非一様双曲型力学系に拡張
する必要がある。SP と非一様双曲型分解との関連については，例えば [1,2,3] で研究されてい
るが，現時点で顕著な進展はみられていない。研究対象を拡張するための 1つの手段が，測度論
の導入である。本研究では尾行可能測度（shadowable measure）の概念をコンパクト距離空間上
の位相同相写像の擬軌道全体の空間に導入し，尾行可能測度をもつ M上の微分同相写像を，測度
論的手法を応用することにより微分幾何学的力学系理論の立場で特徴付け，SP 理論の新たな展
開を目指した。 
 
 
３．研究の方法 



コンパクト距離空間(X,d)においてXの長さnの点列全体をXn=X×…×X（n個の直積)で表し，
f は X 上の位相同相写像とする。与えられたδ>0 に対し，{xi}∊Xnが f のδ-擬軌道（以下δ-p-
o）であるとは，d(f(xi), xi+1)<δ(i=0,…,n-2)が成り立つことをいう。任意のε>0 に対し，{xi}
∊Xnがε-尾行されるとは，ある y∊X が存在して，d(fi(y),xi)<ε(i=0,…,n-1)が成り立つことを
いう。 
 まず，X 上のボレル確率測度μ(f-不変とは限らない非原子測度）についてμの n 個の直積測
度μn=μ×…×μ(n≧2)を考える。任意のδ>0に対し，fのδ-p-o {xi}∊Xn全体の空間をPO(δ,n)
で表す。次に，任意のε>0に対し，ε-尾行されるδ-p-o 全体を SPO(δ,ε,n) (⊂PO(δ,n))
とする。本研究ではμが尾行可能測度であることを次のように定義する： 
 
定義: 任意のε>0に対し，あるδ>0 が存在し，どんな n∊Nに対しても，μn(SPO(δ,ε,n))=
μn(PO(δ,n))が成立する（またこのとき，fはμ-尾行可能であるということにする）。 
 
定義よりf:X→XがSPをもてば，任意のμに対しfはμ-尾行可能である。測度μの台（support）
を supp(μ)で表すと，X はコンパクトであるので，f がμ-尾行可能であれば f:supp(μ)→
supp(μ)は SP をもつ。μを単位閉区間 I上のルベーグ測度とする。I上の恒等写像 idIは SP を
もたないが，そこでの証明を改良することにより idIはμ-尾行可能でないことが証明できる。
下の軌道図の力学系 gは，２次元トーラス T 2上の Axiom A（＋ノーサイクル）系で（R 2の正方
形において上下・左右をそれぞれ同一視），SPはもたないが尾行可能測度が存在する例で，本研
究を推進する上でのプロトタイプである。点 p, q はそれぞれ g の双曲型不動点で，Ws(p)∖
{p}=Wu(q)∖{q}である。Axiom A 系が SPをもつための必要十分条件は「安定多様体と不安定多様
体が横断的に交差すること」であるので，gは SP をもたない。しかし，gには尾行可能測度が存
在することがわかる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
次に C∞-多様体 M上の微分同相写像の空間を Diff(M)で表し C1-位相を導入する。また，M上の
確率測度全体を M(M)とし，f∊Diff(M)に対し f-不変確率測度全体を Mf(M)で表す。さらにエルゴ
ード的 f-不変確率測度全体を Mfe(M) (⊂Mf(M))で表す。本研究では， 
 
(a) PS={f∊Diff(M):μ-尾行可能 (∀μ∊M(M))}, 
 
(b) IS={f∊Diff(M):μ-尾行可能 (∀μ∊Mf(M))} 
 
(c) ES={f∊Diff(M):μ-尾行可能 (∀μ∊Mfe(M))} 
 
を考察対象とし，これらの集合の C1-位相に関する内点を一様双曲性や非一様双曲性の概念を用
いて特徴付けすることを到達目標とした。擬軌道の振舞を反映する尾行可能測度が M(M)に属す
るか，Mf(M)に属するか，または Mfe(M)に属するかなどにより，考察対象となる写像の範囲が拡
大される。本研究では，単に対象とする確率測度に連動する写像の特徴付けについての研究を推
進するのみではなく，微分幾何学的力学系理論と測度論の融合を図ることで，特徴付けの過程に
おいて発見される新たな概念・新たな研究手法の創出も目指した。従来の尾行性理論では捕らえ
られなかった尾行性に関わる力学系の構造，特に非一様双曲性に関連する性質を，測度論を応用
することにより見出し特徴付けることが本研究の独自性である。 
 報告者は SP を持つ微分同相写像の C1-位相に関する内点の特徴付けを通し，力学系の分類を
行ってきた。加えて報告者は JSPS の支援により測度拡大性を満たす力学系の特徴付けを遂行し
てきた。本研究ではこれら報告者による研究実績を礎とし，そこで培われたノウハウを十分に活
かすことで尾行可能測度をもつ微分同相写像という SP をもつ力学系よりも広い空間に対し，幅
広い視野で考察・解析する手法を創造し特徴付を推進する。具体的には： 
 
・PSの C1-位相における内点を，一様双曲系（Axiom A+強横断性条件）として特徴付ける（これ
については，事前の準備的作業で完了している [6]）。 

 



 
・ISの C1-位相における内点を，一様双曲系（Axiom A＋ノーサイクル）として特徴付ける（こ
れについても，事前の準備的作業で完了している [6]）。そして 
 
・ESの C1-位相における内点を，部分双曲型分解（partially hyperbolic splitting）あるいは
占有的分解（dominated splitting）をもつ力学系として特徴付ける。さらに可能であれば 
[1,2,3,7,13] との関連を詳細に検討し，更なる展開を目指す。 
 
４．研究成果 
本研究の基盤となる研究成果は [6] 掲載された。これにより PS, ISの C1-位相における力
学的特徴付けは完了している。従って，「ESの内点に属する微分同写像の特徴付け」と「非一様
双曲型力学系への応用」が本研究の主たる研究目的であった。ES の特徴付けについては，S1上
のダンジョワ写像を周期点の近傍に（局所的に）埋め込むことが必要であるが，現時点において
も有効な進捗は得られず，下記の成果を考慮し，達成率は 60％である。 
 本研究計画期間では有効な進捗を得ることはできなかったが，研究の推進過程において尾行
可能測度に関する２つの特筆すべき結果を得ることができた。 
 １つは，尾行可能な擬軌道の尾行可能測度による量的評価で，その結果は [10] に掲載され
た。非一様双曲型力学系のように一般に尾行性を持たない力学系に対し，尾行可能な擬軌道につ
いての定量的結果が得られたのは研究代表者が知る限り世界で最初である。この研究成果によ
り，SP理論の非一様双曲型力学系への新たな展開に向け一つの示唆を得ることができた。 
 もう１つは，本研究の基盤となった上記論文で構成したトーラス上の力学系の一般化であり，
その結果は [11] に掲載された。Filtration の概念を利用することにより，「尾行性は持たない
が，M上のルベーグ測度 mが尾行可能測度となる，力学系の開集合の存在」を，C1-微分同相写像
の範疇で示すことができた。力学的性質をルベーグ測度 m で量的評価するためには，一般に C2

の仮定が必要であるが，C1-微分同相写像の範疇で示すことができた点がこの研究成果の注目す
べき点である。 
 SP 理論を非一様双曲型力学系の範疇で展開するためには，エルゴード的尾行可能測度の特徴
付けが必要不可欠である。機会があれば今後においても科学研究費補助金を獲得し，本研究の継
続的推進に挑戦したい。 
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