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研究成果の概要（和文）：補助事業期間（令和１年度～令和４年度）では，５つのテーマ，(テーマ１). ハミル
トン・ヤコビ・ベルマン方程式の漸近解析（長時間挙動，均質化問題，定常問題の解構造）,（テーマ２)．結晶
成長をモデルとした方程式に関する漸近解析（漸近速度，長時間挙動），(テーマ３)．1階平均場ゲーム理論に
おける割引問題の弱解の存在と割引消去問題の解析，（テーマ４）時間分数冪非線形方程式の解析（離散スキー
ムの導入，粘性解と超関数解の同値性），（テーマ５）外力付き平均曲率流方程式の解析（Dirichlet問題の解
の勾配発散と長時間挙動，Neumann問題のリプシッツ評価）について，重要な結果を得ることができた．

研究成果の概要（英文）：During the project period, I focused on problems related to various 
properties of viscosity solutions of Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equations appearing in the 
context of classical mechanics and crystal growth. In particular, I have worked on the following 
topics: (a) Asymptotic analysis on HJB equations (the large time behavior, homogenization, 
uniqueness structure of static problems), (b) Analysis on the birth-and-spread model equation 
appearing in the crystal growth, (c) Analysis on the first-order mean field game (well-posedness for
 the discount problem, the vanishing discount problem), (d) Study on the time-fractional nonlinear 
parabolic equation, (e) Study on the forced mean curvature flow equation (the gradient grow-up, 
large-time behavior for Dirichlet problem, time global Lipschitz estimate on Neumann problem). I got
 several new and important results and published 12 (peer-reviewed) papers. 

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： ハミルトン・ヤコビ・ベルマン方程式　生成伝播モデル方程式　平均場ゲーム理論　時間分数冪非線形
方程式　外力付き平均曲率流方程式

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
補助事業期間中に，制御問題，力学系に現れるハミルトン・ヤコビ・ベルマン方程式，平均場ゲーム連立系，界
面運動に現れる結晶成長をモデルとした生成伝播モデル方程式，外力付き平均曲率流方程式，土壌中の汚染物質
の拡散や，不均質な媒体での拡散現象を記述する時間分数冪非線形方程式に対して計画していた研究を進展する
ことができた．これらの研究において，従来の研究では不十分であった粘性解的手法の開発に成功した．これら
は，偏微分方程式論における粘性解理論，弱KAM理論において重要な学術的意義，社会的意義を持つと期待でき
る．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 研究開始当初，私が研究対象として扱ってきたものは非線形偏微分方程式であり，特に
Hamilton-Jacobi-Bellman（HJB）方程式に重点を置いてきた．HJB 方程式は完全非線形偏微
分方程式に分類されるもので，非線形性が強く，古典的な意味での滑らかな解に限定すると初期
値問題や境界値問題の可解性は一般には成立しない．この困難を解決するために，M. G. 
Crandall と P.-L. Lions は一般化された解（以下，弱解とよぶ）としての粘性解を導入した．粘
性解が導入された当初からその汎用性が注目され，粘性解の意味での解の適切性をより広いク
ラスの方程式に対して保証しようとする研究が1980年代から2000年代にかけて盛んに行われ，
今日の粘性解理論の基礎が出来上がった．解の比較原理はその中核を占め，その応用として捉え
ることのできる漸近解析は十分な発展を遂げた．一方で，定常 Hamilton-Jacobi (HJ) 方程式の
粘性解の構造は複雑で，一意性は成り立たない．この事実から，多くの数学的課題を生み出して
きた．A. Fathi は力学系における Aubry-Mather 理論と粘性解理論との関係を整理することで，
定常 HJ 方程式に対する理解を飛躍的に進展させた．これらの成果は，Kolmogorov，Arnold，
Moser らによる理論を背景に，粘性解という弱解と力学系をつないだ理論ということで，弱
KAM 理論と命名された．研究代表者は，2014−2016 年にかけて，この弱 KAM 理論を偏微分
方程式論の立場から発展させてきた．特に，最適確率制御問題に現れる退化粘性 HJ 方程式と呼
ばれるクラスの方程式に適用できるよう，弱 KAM 理論の一般化に取り組んできた．従来の弱
KAM 理論は決定論的な力学系しか扱えないため，新しい道具立てを必要とした．この点を偏微
分方程式論から見直すことで決定論及び確率論を統一する一つの新しい枠組みを作ることに成
功した．その応用として，定常粘性 HJ 方程式を極限として持つ，幾つかの漸近解析（長時間挙
動，ディスカウント近似）の収束とその特徴づけについて解決した．この長時間挙動の研究では，
時間が十分に経った時に定常問題の解に収束することについて解明したが，その解がどのよう
に初期値に依存しているかについては解明されていないので，本研究課題の一つとして掲げた． 
 次に，2015−2017 年頃に，結晶成長を表現することを動機に生成伝播型偏微分方程式を導出
し解析を始めた．この生成伝播型方程式の解の振る舞いは，水平方向への伝播と垂直方向への生
成を促す外力の影響で，複雑な非線形現象を見せる．この方程式は退化放物型方程式に分類され，
特にその長時間挙動に関する研究はほとんどない．2016年に掲載した論文（SIAM J. Math. Anal. 
48 (2016)）では，結晶成長面が水平方向には外力付き平均曲率流に従って動き，垂直方向には
不連続な外力を持つ場合について考え，解の漸近的速度の存在とその定性的性質について解析
した．より広い範疇の生成伝播型方程式に対してその解の漸近的速度の存在や，2016 年の論文
の設定において解の長時間挙動（形式的漸近展開の第 2 項目の正当化）については未解決であ
り，本研究課題の一つとして掲げた． 
 さらに，平均場ゲーム理論に現れる 1 階の HJ 方程式と Fokker-Planck 方程式の連立系に現
れる割引消去問題，非整数階時間微分を持つ非線形偏微分方程式の離散スキームの収束，外力付
平均曲率流方程式の Dirichlet 問題，Neumann 問題の解の長時間挙動に関する研究課題を掲げ
た．これらは新しく始める研究課題であり，問題の設定から考える必要があった． 
 
２．研究の目的 
 補助事業期間（令和１年度～令和４年度）では，５つのテーマ，(テーマ１). HJB 方程式の漸
近解析（長時間挙動，均質化問題，定常問題の解構造）,（テーマ２)．結晶成長をモデルとした
方程式に関する漸近解析（漸近速度，長時間挙動），(テーマ３)．1 階平均場ゲーム理論における
割引問題の弱解の存在と割引消去問題の解析，（テーマ４）時間分数冪非線形方程式の解析（離
散スキームの導入，粘性解と超関数解の同値性），（テーマ５）外力付き平均曲率流方程式の解析
（Dirichlet 問題の解の勾配発散と長時間挙動，Neumann 問題のリプシッツ評価）について「研
究開始当初の背景」で説明した未解決部分の解決，進展させることを目的とする．新規開拓する
研究課題については，問題設定を適切に与えてその解決を目指す． 
 
３．研究の方法 
 「研究の目的」において記述したテーマを解決するための研究方法について説明を加える．テ
ーマ 1 について，本研究以前の研究において，退化粘性項を含んだ HJB 方程式の解について弱
KAM 理論を偏微分方程式論の立場から解析を深め，対応する定常問題の一意性集合について解明
した．この集合上で，長時間後に解がどのように初期値に依存するかについて，一般化された
Mather 測度と双対原理を用いて解明する．HJ 方程式の均質化問題の解の収束率に関する研究で
は，最適制御を利用した解の表現公式と，その背景にあるハミルトン系の解の挙動を利用する．
テーマ２について．生成伝播型偏微分方程式の解の長時間挙動を形式的漸近展開すると，ある定
常問題に収束するように推察できる．ここで得られる定常問題の解は一意的でない．このような
場合に，リアプノフ関数を利用した安定解析が一つの可能性として考えられるが，方程式の構造
から，この方法は単純には適用できない．このため，単調性のある部分集合を見つけ，それが一
意性集合であることを示すという方法が考えられる．この方法は，特別な場合の HJ 方程式の長



時間挙動の解析に有効であった．しかし，水平方向への伝播が平均曲率によって変化するような
問題では，この方法は単純には適用できない．そのため，垂直方向の成長を促す外力に対して，
幾何的な条件を付加することで，長時間後に定常問題のある解に収束することを示す．テーマ 3
については，Cardaliaguet-Graber が 2015 年に導入した弱解の枠組みで，同問題について取
り組む．まずはコンパクト性が得られるためのアプリオリ評価を求めて，HJ 方程式に対する割
引消去問題の知見を活かし，収束について示す．テーマ 4 については，Caputo 型時間分数冪偏
微分方程式に対して導入された粘性解理論を用いて，特に粘性解の一様ノルムに対する安定性
を利用して収束を示す．最後に，テーマ 5については，解の大域的リプシッツ正則性について考
察することが重要である．Bernstein 法を利用して十分条件を与える． 
 
４．研究成果 
 「研究目的」に記述した各テーマについて得られた結果を詳述する． 
 
（テーマ１）ハミルトン・ヤコビ・ベルマン方程式の漸近解析（長時間挙動，均質化問題，定常
問題の解構造） 
 最適確率制御問題に現れる退化粘性 HJ 方程式と呼ばれるクラスの方程式の粘性解の長時間挙
動において，時間が十分に経った時に収束する定常解がどのように初期値に依存するかについ
て解明した．特に，研究開始当初から一貫して取り組んでいた偏微分方程式論から見直した弱
KAM 理論の一般化により，自然な Mather 測度，Aubry 集合や Mane 臨界ポテンシャルの拡張を与
え，これらを利用して収束先の関数の表現定理を与えることに成功した．退化 2階放物型方程式
を取り扱うため一般に解の滑らかさが期待できない．また 2階の場合，その近似や双対性に関す
る取り扱いは大変難しく，技術的に克服すべき点が多く現れた．ここでの技術の進展は，同課題
の解決だけに留まらず，粘性解理論において重要な進展であると考えている．次に，1 階 HJ 方
程式の均質化問題の粘性解の収束率では Capuzzo-Dolcetta，Ishii（2001）以来，本質的な進展
がなかった．実際，PDE 的手法だけではより良い収束率について得ることは難しかった．本研究
では，Aubry-Mather 理論の観点から問題を見直すことで一部の場合に最適な収束率に関する結
果を得ることができた．この結果は国際的に影響力があり，他の研究者にこの研究結果やその解
析方法を利用され，この均質化問題の収束率については国際的に大きく進展した．次に，凝結・
分裂モデル方程式は一般には積分方程式として知られる．ある臨界状態に当たる特別な場合に，
Bernstein 変換を通じて HJ方程式として記述される．本研究では，この変換された HJ 方程式に
対して，対応する定常問題の全ての劣線形な粘性解について解明した．さらに，そのことを利用
して，解の長時間挙動について解析した．特異性のある HJ 方程式のため，通常には現れない長
時間挙動の性質が発見できた．また定常 HJ方程式に関する研究では，未知関数依存する HJ方程
式の粘性解の一意性構造について非線形随伴法を利用して解明することに成功した． 
 
（テーマ２)．生成伝播型偏微分方程式に関する漸近解析（漸近速度，長時間挙動） 
 広範囲の生成伝播型偏微分方程式に対して漸近速度の存在を示すことができる抽象的枠組み
を解明した．さらに，具体的な生成伝播型偏微分方程式に対して，その漸近速度に関して数値解
析を利用し解析的に期待される定性的性質について予想立てした．その一部について厳密に証
明することに成功した．さらに，結晶成長面に見られるような，水平方向には外力付き平均曲率
流に従って動き，垂直方向には非負値外力を持つ場合について，形式的漸近展開の第２項につい
て解析した．外力について幾何的な条件を付加することで，一意性集合を解明し，その上で解が
単調であることを示し，長時間後に定常問題のある解に収束することを証明した．より一般の外
力項を考えた場合については未解決であり，今後の課題の一つである． 
 
(テーマ３)．1階平均場ゲーム理論における割引問題の弱解の存在と割引消去問題の解析 
 平均場ゲーム理論において，HJ 方程式が一階の連立系を考えると，半線形型である粘性 HJ 方
程式に比べ完全非線形となり解析が難しい．そのため，未開拓領域が多い研究領域である．本研
究では，変分法と Fenchel-Rockafellar 双対性を利用して解の存在について示し，対応する
Sobolev 空間におけるコンパクト性について示した．このことで，割引問題の弱解の存在とその
部分列での収束があるノルムに対して分かる．さらに，任意の収束部分列の極限が満たす条件を
解明した. そしてこの条件を用いて，非自明な場合（つまり極限問題が多重的弱解を持っている
場合）に，解の（全列での）収束を示した．これらの結果は，1階平均場ゲームの割引消去問題
の選択問題について国際的にも初めて取り組んだもので，今後の進展の起点となりうることが
期待される．一般の 1階平均場ゲーム連立系についての割引消去問題は未解決であり，今後の課
題の一つである． 
 
（テーマ４）時間分数冪非線形方程式の解析（離散スキームの導入，粘性解と超関数解の同値性） 
 Caputo 型時間分数冪微分方程式は，近年活発に研究されており，粘性解理論においても，そ
の解の存在，一意性について確立された．本研究では，そのオペレーターから自然なレゾルベン
ト型近似を与えて，その収束に関する結果を与えた．さらに，この近似を利用して Caputo 型時
間分数冪熱方程式の粘性解と超関数解の同値性について証明することに成功した． 
 



（テーマ５）外力付き平均曲率流方程式の解析（Dirichlet 問題の解の勾配発散と長時間挙動，
Neumann 問題のリプシッツ評価） 
外力付グラフ型平均曲率流方程式の一般化コーシー・ディリクレ問題は，一般に，古典的に境界
条件を満たす解が存在しないことが知られる．そこで，境界条件の意味を粘性解の意味で拡張し
て解釈して，大域的解の挙動について解析した．境界付近で解の正則性が悪くなるため注意が必
要であった．その点を強比較原理を利用して克服した．外力付等高面平均曲率流方程式のコーシ
ー・ノイマン問題について，解の大域的リプシッツ正則性を与えるための十分条件を，Bernstein
法に基づき与えた．さらにその条件が最適であることを非自明な例を構成して証明した． 
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