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研究成果の概要（和文）：有界領域で縄張り争いをする二種類の競争種の個体群密度を記述するロトカ・ボルテ
ラ系に対して、両種の交差拡散係数を無限大にしたときの、定常解の漸近挙動を明らかにした。漸近挙動の解明
にあたり、まず、任意の定常解の高さ(最大値ノルム)が、両方の交差拡散係数に依存しない正定数で抑えられる
という先験的評価を与えた。次に、両種の交差拡散係数を無限大にすると、定常解は極限系の解に収束すること
を示し、ノイマン型とディレクレ型のそれぞれの境界条件のケースで、極限系の解の大域分岐構造を決定した。
その結果，両方の競争種の交差拡散効果によって、競争種同士の棲み分け現象が定常解のレベルでは再現出来る
ことを明らかにした。

研究成果の概要（英文）：The asymptotic behavior of stationary solutions for the Lotka-Volterra 
system, which describes the population density of two competing species competing for territory in a
 bounded region, is clarified as cross-diffusion coefficients of both species tend to infinity. To 
elucidate the asymptotic behavior, we first gave a priori estimate that the height of any stationary
 solution (the maximum norm) is suppressed by a positive constant independent of both 
cross-diffusion coefficients. Next, it was shown that stationary solutions converge to  solutions of
 limit systems as cross-diffusion coefficients of both species tend to infinity, and the global 
bifurcation structure of solutions of the limit systems was determined for the respective boundary 
condition cases of the Neumann and Dirichlet types. The results show that species segregation 
phenomena can be reproduced at the level of stationary solutions by the cross-diffusion effects of 
both competing species.

研究分野： 反応拡散方程式

キーワード： 交差拡散　ロトカ・ボルテラ系　定常解　極限系　分岐　数理生物学モデル

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
競争種同士が空間的なに反発を記述する交差拡散項に対しては、数学的な解析の難しさから、ロトカ・ボルテラ
系においては、片方のみの交差拡散係数を無限大にする操作しか研究されていなかった。本研究成果の最たる学
術的意義は、定常問題において両方の交差拡散係数を無限大にする数学的処方(両方交差拡散極限)を提案し、拡
散の相互作用の効果を定常解の分岐構造の見地から明示したことである。ロトカ・ボルテラ系以外にも交差拡散
を伴う数理モデルが存在することから、両方交差拡散極限の他のモデルへの応用も期待出来る。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 オイカワとカワムツは同一河川に棲息しながら棲み分けを起こすことが知られている。この
ような、餌を共通とする競争種同士の棲み分け現象は、生態系においてしばしば観測される。
1979 年に重定・川崎・寺本は、棲み分け現象を数学的に説明する目的で、従来のロトカ・ボル
テラ競争系に、それぞれの種のランダム拡散のみならず同種や異種の拡散の相互作用を想定し
た非線形な拡散項を付加したモデルを提唱した。とりわけ、競争相手である異種が多い場所ほど
拡散が促進される傾向を表す交差拡散項（cross-diffusion term）∆(UV)は、拡散の相互作用のプ
ロトタイプとして、その後、他の数理モデルにも組み入れられ、盛んに研究され続けている。現
在では、交差拡散を伴うロトカ・ボルテラ系は、提唱者の頭文字をとり「SKT モデル」と呼ば
れている。 
 SKT モデルの定常解に対する数学研究は、提唱以降直ちに着手され、1980 年代は三村昌泰氏
のグループによってランダム拡散係数が非常に小さいケースで、スパイク状に尖る解の構成が
盛んに行われていた（特異摂動法）。その後、1990 年代中盤には Wei-Ming Ni 氏と Yuan Lou
氏が定常問題の解析に参画し、片方の種の交差拡散係数を無限大としたときの定常解の漸近挙
動を調べる解析方法を提唱している。1999 年の彼らの研究成果によると、ノイマン境界条件の
下で、片方の種の交差拡散係数を固定し、もう片方の種の交差拡散係数を無限大にすると（この
数学処方を片方交差拡散極限とよぶ）、定常解の漸近挙動は二種類に分類される。一種類目の漸
近挙動においては、定常解 (U,V) が、交差拡散係数の増大に伴い、各成分の積 UV がある正定
数に収束するシナリオが示されている。このシナリオでは、片方交差拡散極限において、競争種
同士の棲み分け的現象が起こる可能性を示唆している。ただし、UV は零ではなく正定数に収束
するので、片方の交差拡散係数が非常に大きいケースでは、U に対応する種が多い場所で、V に
対応する種がいないわけではなく、相対的に少ないことが分かる（不完全棲み分け）。二種類目
の漸近挙動においては、交差拡散係数を固定した種は、競争相手の種の交差拡散係数の増大に伴
って、その係数の逆数のレートで減衰するシナリオが示されている。なおその後、山田義雄氏と
久藤によって、ディレクレ境界条件の下で片方交差拡散極限においては、上述の一種類目のシナ
リオに対応する棲み分けは起こらず、二種類目のシナリオに符合する形で交差拡散効果が増大
する種が他種を淘汰する漸近挙動のみが起こることが示されている。 
 その一方で、両方の競争種の交差拡散係数を無限大する操作（両方交差拡散極限）は、定常解
に対する交差拡散の効果を数学的に抽出する試みとして自然な発想ではあるものの、技術的な
困難が伴い、全く行われていなかった。その困難として、定常解の最大値ノルムを両方の交差拡
散係数に独立な正定数で抑える先験的評価が挙げられる。 
 
２．研究の目的 
 SKT モデルにおいて手つかずの状態である両方交差拡散極限を手掛け、その解析手法を確立
し、拡散の相互作用が定常解の大域構造に及ぼす効果を数学的に導出することが、本研究の目的
である。また本研究で培った、SKT モデルの両方交差拡散極限の解析手法を、拡散の相互作用
項をもつ他の数理モデルの解析にも役立てていくことが、研究期間に限らない中長期的視野で
の研究目的である。 
 
３．研究の方法 
(1) 両方交差拡散極限の着手にあたっては、定常解の最大値が、両方の交差拡散係数に無関係な
ある正定数で抑えられることを示す必要がある（定常解の最大値のアプリオリ評価）。なぜなら、
最大値のアプリオリ評価があれば、楕円型方程式の解の正則性を援用することで、増大する交差
拡散係数の列に応じて定まる定常解の列は、交差拡散係数を無限大にする操作を施しても、部分
列を選べば、滑らかな関数に収束することが示されるからである。 

SKT モデルの定常解の研究では、ラプラス作用素が作用する部分を新たな未知関数として、
半線形楕円型方程式系に帰着させる方法が従来的である。しかしながら、本研究ではその方法を
採用しない。なぜなら、その手法だと、新たな未知関数が両方とも交差拡散係数に依存してしま
い、最大値の評価を交差拡散係数に無関係にすることが困難となるからである。 
本研究のアプリオリ評価では、SKT モデルの定常問題の各方程式にある交差拡散項∆(UV)を

∆U+２∇U・∇V＋∆V の形に展開し、互いに代入し合うことで、ドリフト項∇U・∇V を残した 
形のシステムに帰着する。そうすることで、未知関数の変換は起きずに、交差拡散係数に対する
依存はすべてドリフト項と反応項で請け負うことになる。楕円型偏微分方程式の最大値原理を
用いると、U 成分の最大点が領域の内部にある場合、その点で∆U は負で∇U は零となり、第１
式の反応項が正となる。たとえ最大点が領域の境界にある場合でも同じ帰結である。すなわち、
U 成分の最大点では第１式の反応項 F(U,V)が正であり、この条件に対応する領域は UV 平面上
で交差拡散係数に応じて変化する双曲線で挟まれる領域であることを示す。アプリオリ評価の
導出では、この領域が両方の交差拡散係数を無限大にしても潰れない性質に着目する。同様のア
イデアで、V 成分の最大点では第２式の反応項 G(U,V)が正であって、この領域も UV 平面上で、



両方の交差拡散係数を無限大にしても潰れないことが示す。さらに、UV 平面上で、U 成分また
は V 成分が交差拡散係数に無関係なある定数 K より大きいと、F(U,V)が正ならば G(U,V)が負
であることに気づく。 
このように F(U,V)と G(U,V)が正や負になる領域を整理した上で、本研究では定常解のアプリ

オリ評価を背理法によって示す。具体的には、任意の定常解に対して U 成分の最大値が交差拡
散係数に依らず上述の定数 K 以下であることを示す目的で、ある解(U,V)に対しては U の最大
値が K を超えてしまうと仮定する。すると、U の最大点を x とすると、(U(x), V(x))は UV 平面
上で F（U,V）が正の領域に含まれる。この解に対して、今度は V 成分の最大点を y とする。す
ると、G(U(y),V(y)) は正である。ここで、U(y)<U(x)かつ V(x)<V(y)だから、UV 平面で(U(y),V(y))
は(U(x),V(x))の左上に位置し、V(y)が K より大きく、なおかつ F(U(y),V(y))が正であることが示
される。ところで、V(y)が K より大きく F(U(y),V(y))が正ならば、G(U(x),V(y))が負だったので、
矛盾が生じる。このような背理法によって、任意の解に対して U 成分が K 以下であることを明
らかにする。同様の方法で、V 成分に対するアプリオリ評価も示される。 

 
(2) ノイマン境界条件の下で、両方交差拡散極限を考える際には、定常解のアプリオリ評価と強
最大値原理によって、解の成分の積 UV が正定数τに収束することが示す。次に、U,V それぞれ
の収束先を特徴付けるために、U,V そのものではなく、第 1 式と第 2 式から交差拡散項を相殺
すべく、U と V の定数倍の差（W と名付ける）を未知関数、τを未知数とする方程式系に注目
する。UV が定数に収束する性質も相まって、両方の交差拡散係数を無限大にした際の W の収
束先がみたすシステムが、積分方程式と単独の半線形楕円型偏微分方程式のシステム（極限系）
として得られる。 
極限系の解析に際しては、一旦、積分方程式は忘れて、半線形楕円型偏微分方程式のみの解構

造を調べる。この楕円型方程式の非線形項は、SKT モデルの反応項の差に由来するが、反応項
が強競争や弱競争とよばれる条件をみたすとき、τの大きさを適当に選ぶと、３つの定数解をも
つ双安定型になる。そこで、非線形項が双安定型となるτを固定し、両種のランダム拡散係数 d
をパラメーターとして、楕円型方程式を考えると、自然数 n に応じて分岐点 d(n)が定まり、d が
d(n)を減少しながら通過するときに、3 つある定数解の内、真ん中の定数解から n モードの解が
分岐することが示される。空間１次元の場合、さらに d を小さくしていくと、分岐した解は境界
もしくは内部に遷移層をもつようになる。この描像は、ある範囲のτや d に対して成り立つの
で、楕円型方程式の解の集合は、d とτによってパラメーター表示される曲面を成す。 
 次に、この曲面上の各点に対応する楕円型方程式の解が、積分方程式をみたすかどうかをチェ
ックして、楕円型方程式と積分方程式から成る極限系の解集合を曲面の等高線として抽出する。 
 
(3) ディレクレ境界条件の下での両方交差拡散極限では、定常解のアプリオリ評価により、解の
成分の積 UV が零に収束することが示される。ノイマン境界条件のケースと異なり、競争種同士
の完全な棲み分け、すなわち、U（resp. V）に対応する種が生き残る場所では、V（resp. U）は
死滅するシナリオ（完全棲み分け）が想定される。同時に、両方の交差拡散係数の増大に伴って、
U と V がともに零に一様収束するシナリオ（少数共存）の可能性を吟味する必要がある。 
まずは、両方交差拡散極限において、両種の均衡は保たれることを示す。数学的には、解(U,V)

の U 成分と V 成分の最大値の比が、発散したり零に近づいたりすることなく、ある正の範囲に
留まることを示す。すなわち、定常解のそれぞれの成分の高さは、両方の交差拡散係数を増大さ
せても、ほぼ同じ程度に保たれる。証明の方法は背理法であり、仮に U と V の最大値の比が減
衰したとすると、W=U-V のみたす楕円型方程式の両辺を V の最大値で割り、V の正規化関数の
漸近挙動を考えた際、最大値原理に相容れない矛盾が導き出される。 
両方交差拡散極限の一つ目のシナリオとして、U と V がともに零に一様収束するものの、交

差拡散係数αをかけた、αU とαV がそれぞれ、部分列を経由して、正値関数に収束することを
示す。特に、両種のランダム拡散係数が等しい場合、差関数α(U-V)が零に一様収束する一方、
ラプラス作用素のかかる部分である（１＋αV）αU はある正値関数 Z に収束し、Z はある半線
形楕円型方程式のディレクレ問題（第一極限系）の正値解であることが示される。第一極限系の
正値解の大域分岐枝については、両種のランダム拡散係数であった d を分岐パラメーターとみ
ると、ある分岐点で自明解から分岐し、d の小さい方向へ曲線として延びていくことが示される。 
両方交差拡散極限のもう一つのシナリオとして、UとVの完全棲み分けが起こることを示す。

完全棲み分けの数学的構造は、U と V の差関数 U-V の符号変化関数 W への収束によって捉え
る。両種の完全な棲み分けは W の零等高線を境にして起こり、U が W のポジティブパートに
収束する一方、V は W のマイナスパートに収束することを示す。さらに極限関数 W は単安定型
の非線形項をもつ単独の楕円型方程式（第二極限系）をみたす。空間１次元のケースでは、d を
分岐パラメーターとみた分岐ダイヤグラムが描かれる。具体的には、解の零点に応じて分岐点が
定まり、符号変化解の大域分岐枝が d の小さい方向に延びていく。 
 両方交差拡散極限における第一極限系と第二極限系に対して、それぞれの極限系の大域分岐
枝を、両方の交差拡散係数が非常に大きいケースの大域分岐枝に摂動する。その摂動によって、
第―極限系の分岐曲線の近くを沿うように、少数共存を特徴づける分岐曲線が構成される。また、
第二極限系の符号変化解の自明解からの分岐点は、摂動によって、少数共存の分岐曲線上からの
対称性破壊分岐点に移ることが示される。 



 
４．研究成果 
(1) SKT モデルの定常問題に関して、両種の交差拡散係数の比が正の有界集合に含まれている
限り、任意の正値解の最大値や妥当な関数空間のノルムは、交差拡散係数に依らない定数で抑え
られることを示した。このような、正値解の交差拡散係数に対する一様な有界性は、片方の交差
拡散係数に対しては 1999 年に Lou-Ni によって得られていたものの、両方の交差拡散係数に対
する結果は本研究が初めてで、両方交差拡散極限の数学的基盤を与えるものである。 
 
(2) SKT モデルの定常問題をノイマン境界条件の下で考え、両方交差拡散極限を極限系の解構
造で特徴づけることに成功した。特に空間１次元のケースでは、極限系の解集合の分岐ダイヤグ
ラムを描写した。 
 具体的には、両方交差拡散極限において、未知関数の積 UV が正定数τに部分列を経由して収
束する。その意味で、極限系は U,V そのものの極限を考えるのではなく、交差拡散項を相殺す
るように選んだ差関数 W の極限を考える。すると、W は半線形楕円型方程式と積分方程式の系
で表される極限系をみたす。このときτは未知数として極限系の非線形項に残る。研究成果とし
ては、この極限系の解構造が分岐理論や写像度を用いて得られた。成果の一部として、元来の SKT
モデルが定数解をもつケースでは、極限系においても定常パターンを想起する非定数解が分岐
する可能性があり、実際に分岐が起こるような反応項に対する係数条件が提示できた。 
  
(3) ディレクレ境界条件の下で SKT モデルの定常問題を考察した。両種の交差拡散係数を無限
大にしたとき、正値解は部分列をとると、少数共存を特徴づける極限系の解か、完全棲み分けを
特徴づける極限系の解のどちらかに収束することを示した。また、少数共存を特徴づける極限系
の解集合が自明解から分岐する大域曲線を形成することを明らかにした。 
 さらに、空間１次元で両種の交差拡散係数が非常に大きいケースにおいて、極限系からの摂動
によって、大域分岐構造を明らかにした。具体的には、両種のランダム拡散係数をパラメーター
d とみると、ある分岐点で d の小さい方向に自明解から少数共存の定常解の解集合に対応する曲
線が分岐している。さらにその分岐曲線上に無数の分岐点が存在し、各分岐点からは完全棲み分
けの解たちから成る曲線が分岐している。 
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