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研究成果の概要（和文）：本研究において、パターン形成に関わる様々な数理モデル（FitzHugh-Nagumo反応拡
散系、シュナッケンバーグ化学反応モデル、Kelle-Segel走化性も出る等）の定常問題に現れる様々な非線形楕
円型境界値問題の解の構造に関する研究、また、非線形シュレディンガー方程式系における変分問題のエネルギ
ー最小解の存在や漸近挙動の研究を中心に行い、それぞれ一定の成果を挙げることができた。他にも磁場シュレ
ディンガー方程式の逆問題の研究やコンパクトメトリックグラフ上での問題でネットワーク構造と解の構造との
関係を明らかにすることができた。

研究成果の概要（英文）：In this study, we treated several nonlinear elliptic boundary value problems
 associated with corresponding pattern formation phenomena, for example FitzHugh-Nagumo system, 
Schanekenberg model, Keller-Segel chemotaxis model. Moreover, we also studied an inverse boundary 
value problem for the magnetic Shroedinger equation and several nonlinear elliptic problem on 
compact metric graphs. 
We obtained results to clarify the relationship between the network structure of the compact metric 
graphs and the structure of solutions. 

研究分野： 変分問題と非線形偏微分方程式

キーワード： 変分問題　パターン形成　非線形シュレディンガー方程式　逆問題　凝集現象　漸近挙動　メトリック
グラフ

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
様々なパターン形成問題の定常パターン形成のメカニズムを非線形楕円型微分方程式で記述される数理モデルの
精密な数学解析を通して、理解することができるという点で、学術的意義は深いと考えている。様々な複雑な自
然現象の基本的なメカニズムが単純な数理モデルに内在することを示しているという点で、数学解析の持つ社会
的意義は大きいと思われる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
さまざまな物理現象、化学現象や生命現象に現れる特徴的なパターンの出現の理解を非線形偏
微分方程式を用いた数理モデルで記述し、その数学解析を通して、現象のメカニズムを数理的に
理解することは基本的なテーマである。変分構造を持つ数理モデルでは、対応するエネルギー汎
関数の最小点や極小点のみならず、鞍点にあたる臨界点に相当する解の重要性も時間発展問題
における遷移課程の理解にも不可欠であることはよく知られている。 
特に、極限的なパラメータ領域での解の詳細な形や、凝集現象、内部遷移層、境界遷移層の出現 
を理解することは、深い知見をあたえてくれることも、多くのすぐれた研究によって活発に推進
されてきた。本研究では、この流れをさらに推進すべく、様々な変分問題やパターン形成問題に
おける解構造を、環境効果やネットワーク構造の効果を主眼として、解明していこうとするもの
である。 
 
２．研究の目的 
さまざまな変分問題やパターン形成の定常問題に現れる非線形楕円型境界値問題の解の構造を、
領域やパラメータによって解明していくことで、それぞれの問題に特徴的な解のメカニズムを
理解することを目的としている。特に、数理モデルにおける環境効果を表す非一様な係数が及ぼ
す解構造への影響、特に解の凝集現象における凝集点の位置を明らかにすること、また、特別な
ネットワーク構造をモデルとしたメトリックグラフの幾何構造が解の凝集点の位置にどのよう
に影響を及ぼすのか、漸近解析を用いて明らかにすることを目的とする。 
 
３．研究の方法 
対応する特徴的なパターンを持つ解の存在証明には、主に変分法を用いて捕まえる。領域が全空
間などの場合、コンパクト性の崩れ現象が起こりうるため、解の持つエネルギーの精密な評価を
得る必要があり concentration-compactness の手法やエネルギーの劣加法性などの見極めを必
要とする。有界領域の場合、解の存在は標準的であるが、いわゆる特異極限を考えての、解の凝
集現象の解析を、漸近解析を駆使して、凝集現象が実際に起こること、さらには凝集点の位置の
決定問題をリャプノフ・シュミット法を用いたり、対応する極限問題を見極めることで解明する。 
極限問題の解は、凝集状態をあらわす解のプロファイルを記述することにもなり重要な役割を
果たす。 
 
４．研究成果 
（１）梶原堯氏（当時、大学院生）との共同研究で、パターン形成にかかわる FitzHugh-Nagumo
反応拡散系のヘテロクリニック定常解の構成と詳細なエネルギー漸近展開を得ることに成功し
た。 
（２）長田祐輝氏（埼玉大）との共同研究で、３波相互作用を持つ非線形シュレディンガー方程
式系に付随する変分問題のエネルギー最小解の存在問題と解の漸近挙動を得ることに成功した。 
従来の Ardila や Pomponio らによる既存結果の拡張となっている。特に、３波相互作用の強さを
表すパラメータの閾値が存在して、それ未満だとエネルギー最小解は１成分のみの状態となり、
それより大きいと、３成分とも生き残る解であることを明らかにした。 
（３）柴田将敬氏（名城大）との共同研究で、コンパクトメトリックグラフ上での非線形楕円型
境界値問題で特異摂動パラメータ領域において、エネルギー最小解のエネルギーの精密な漸近
展開公式を求め、凝集点の位置を決定する結果を得た。これは、空間高次元での Ni と Takagi に
よる先駆的な研究のメトリックグラフ版ともいえよう。さらに、エネルギーの高い解の構成は今
後さらに発展していくと思われる。その後、磁場効果を含んだ場合へのエネルギー漸近公式を第
一近似まで得ることにも、李雷氏（当時、大学院生）との共同研究で成功した。さらなる詳細な
漸近公式の導出は今後の課題である。 
（４）石井裕太氏（茨城高専）との共同研究で、自己触媒反応を持つ化学反応現象を記述するシ
ュナッケンバーグ数理モデルにおいて、Iron-We-Winter らによる区間上の研究を、環境効果が
入った場合に拡張し、さらには、コンパクトメトリックグラフ上での問題に拡張し、解の凝集点
とメトリックグラフのネットワーク構造との関係を明らかにすることに成功した。環境効果と
グラフのネットワーク構造と両方の効果で、凝集点の位置が決まることを明確に取り出した結
果であり、また解の線形安定性の解析にも成功している。その後、石井氏によって、この理論は
さらに推進されており、コンパクトメトリックグラフ上での生物の形態形成現象を記述する
Gierer-Meinhardt 系の凝集点の位置の解明も進められている。 
（５）Keller-Segel による走化性数理モデルにおける解の凝集現象を、コンパクトメトリック
グラフ上での問題に拡張し、付随するグリーン関数の最大値に関する最適化問題により、解の凝
集点の位置が決定されることを発見した。いつくかの典型的なメトリックグラフに対して、グリ
ーン関数を具体的に計算することができ、各メトリックグラフにおいて凝集点の具体的な決定
を行う計算もできている。 
（６）山下龍生氏（大学院生）との共同研究で、磁場シュレディンガー方程式の境界値逆問題に



おいて、境界での Dirichlet-Neumann データから、内在する欠陥の凸包を求める再構成公式を得
ることに成功した。これは、池畠優氏（広島大）によって開発された、いわゆる囲い込み法を磁
場シュレディンガー方程式に適応したものであるが、磁場効果による複素幾何光学解として Sun
による構成した解を活用し、また基本的評価における磁場効果の役割を精密にとらえることが
できた点が、成功したポイントである。 
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